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6 — h BL F kap k PT — A 38 h Et H = +Z B £ 
罗马 尼 亚 开 幕 ， 七 月 二 十 四 日 至 二 十 五 日 正式 比赛 。 参 加 的 
国家 有 罗马尼亚 ,保加利亚 ,匈牙利 ,德意志 民主 共和 国 , 波 
兰 , 苏 联 ,捷克 斯 洛 伐 克 。 


竞 赛 Bi 





题 1 证明: 对 于 任意 自然 数 n jy 二 4 不 可 约 ， 


E? 在 实数 范围 内 解 方程 | 
(D VX T /2Xx—-1 +V x —9x— 1 =V 2; 





(2) VX FV +V x -Vax =l; 
(罗马 尼 亚 ， 8 分 ) 
题 5 CART cosx 的 二 次 方程 ， 


acos? x + bcosx+ c = 0, 





* 括号 内 第 一 项 国名 是 指 该 题 命题 的 国家 ， 第 二 项 分 数 
是 指 该 题 全 对 时 的 得 分 。 下 同 ， 





其 中 a。 .5 、c 为 已 知 实数 。 求 作 一 个 二 次 方程 ， 使 它 的 根 为 
cos2x 的 对 应 值 。 当 ae =4、8= 2、c= -1 时 , 对 已 知 方程 与 作 
出 的 新 方程 进行 比较 。 (934, 72) 
题 4 已 知 直角 三 角形 ABC 的 斜 边 c ， BEHR 
是 两 条 直角 边 的 比例 中 项 , 求 作 这 个 直角 三 角形 ， 
| CaF, 5 2) 
题 5 在 平面 上 已 知 一 线段 48，M 为 4B 上 任 一 点 ， 
在 AB 的 同一 侧 分 别 以 AM 与 BM 为 一 边 作 正方 形 4MCD 与 
BMEF， 这 两 个 正方 形 的 外 接 圆 除 相 交 于 点 村 外 ， 还 相交 于 
AN. 
(D 证明， 直线 AE 与 BC 相交 于 点 Ni 
(D 证 明 ， 不 论点 M 在 线段 4 有 上 的 位 置 如 何 ， 直 线 
MN 总 通过 同一 点 ; 
(D) 求 当 点 M 在 线段 AB 上 运动 时 ， 上 述 两 个 正方 形 中 
心 连 线 的 中 点 的 轨迹 . (罗马 尼 亚 ，8 分 ) 
题 6 两 个 平面 与 Q@ 相 交 于 直线 p ， 已 知 点 4 在 平面 
P 上 ,点 C 在 平面 QQ 上 ,它们 都 不 在 直线 p 上 。 求 作 一 个 等 虱 
梯形 ABCD, CHIEH 4B.CD， 使 这 个 梯形 存在 内 切 轿 ， 
并 且 点 B 在 平面 P 上 ,点 喇 在 平面 QL 上. 
(ANERE, 7 分 》 


题 m 


Ei 用 反 证 法 假定 分 数 -了 3+ 可 约 , 设 21n+4 与 
142 + 3 有 公 因 数 dg , d 为 大 于 1 的 自然 数 . 即 21n + 4 与 14n+3 
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都 能 被 d 整除 。 因 为 
21n+ 4= (14n+3)+ (7n+ 1), 
所 以 72+1 能 被 d 整除。 又 因 
lHn+3=2(Th+1)+1, 


可 得 1 能 被 d 整除 ,这 与 假设 d 为 大 于 1 的 自然 数 予 盾 。 因 此 ， 


21n+4 
n[ 2 
l4n+ 3 iang 个 可 约 ， 


E: 方程 未 知 数 的 容许 值 为 x>, 并 且 由 
(wox-1+1)*=2(% + ox—1), 
(Z2x—1-1)2= 2(x —/2x—1) 


得 V x+V9x-1 = y| 2x- T +1| 


(V2X i +1), 


“2 
Vx 一 ww 92x— 1 =—=|V 2x—1 -1| 
z700- V2x=1 ) 4 S< x <t 时 ， 
= 1 V Ixa - ‘yp p 
(FF 1-1 当 %>>1 时 。 


O i<, 有 


vV xX ty x=] Y X —V2x—1 


zy L (25 1 +1)+(1-v2x-1 7) 


E 





= l. = E 
Z 2=v 2, 


TA, yS AURERE EON, 但 不 是 广 


FEC), (D RIRE: 
© 当 x>>1T 时 ， 有 
Vx +y 2x] +V X -Ix 
=Z LG 721 +1)+(V2x—-1 —1)] 
=V 2 2x-]1. 
这 时 ， 方 程 (1) 就 是 
Ve 2x] = 
得 x=1. 
由 于 x=1I 不 在 x>1 的 范围 内 ,所 以 方程 (1) 在 x>1 内 无 解 ， 
方程 (2) 就 是 
V 2 | oIx-1 =l, 


48 x = 
HF x = FW E x>1, 所 以 方程 (2) 在 x>1 内 无 解 ， 
方程 (3) 就 是 
V 2°*V2x-1 =2， 


L 
得 x=. 


综 上 所 述 ， 
方程 (1) 的 解 为 二 x <1 的 一 切实 数 x， 
方程 (2) 没 有 实数 解 ， 
方程 (3) 的 解 为 x = 3-. 

题 将 已 知 方程 改写 为 


acos?2x-+ c= —Dcosx, 
两 边 平 方 ， 得 aieos4x + 2accos2x+e2=bt:eos*x, 
即 a? (cosx)? + (2ac —b2ycos2x +c2 = 0, 
由 于 cos2x = 0 ; 


代入 上 式 得 e( Lt cos y + (2gc 二 02)。 工 十 -8082 + 


+c*=0, 变形 ,整理 得 
aqš2cos22x + 2(a* + 2ac — b2)cos2x + 
+(a+2c)2 -22b2 = 0, 

即 为 所 求 作 的 新 方程 。 

当 a=4, b=2, c= -1 时 , 已 知 方程 为 
4 cos2x + 2cosx —1=0, 
at=16, 2(at+2ac-b2)=8, (a+2c)° 2-2bt= -—4, 
我 们 得 到 关于 cos2x 的 方程 ; 
* 4cos22x+ 2cos2x — 1 = 0, 


它 与 已 知 方程 的 系数 相同 。 O? 
这 上 时， 已 知 方程 的 解 为 Lv 即 有 


Xx, =R+360° +72°, x, = R+360° 144° 
( k AER). 
2x, = 2R+360° +144°,2x, =2R+360° + 288°. 


5 —1 
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_ = 
cos2x, = 二 “人 
显然 满足 作出 的 新 方程 。 

< 4 分析: 假定 AABC 已 作 
f 出 ,如 图 1-1 所 示 。AB=c ,一 C= 
i ``. 90° ,显然 C 点 在 以 AB 为 直径 的 图 


/ C 
二 一 一 一 一 一 7 
—= n. 
4 B 另 一 方面 ， 设 直角 三 角形 斜 边 


4 COS2X, = 





` , AB ERRA CM, AB 上 的 高 为 
~ 一 CD， 则 由 题 设 条 件 应 有 
图 1-1 CM: =CA.CB, 


又 由 CM=-+AB= $, CA'CB= AB.CD=c .CD, 


因此 ， 点 C 应 在 与 48 距离 为 二 的 平行 线 上 。 
H O 作 线 眉 4B= c, DL AB 为 直径 作 国 ， 
© FER I/ 4B, 使 1 与 48 间 的 距离 为 条; 
© 设 直线 ! 与 加 k 相交 于 点 C ,连结 CA,CB, 则 AABC 


即 为 所 求 作 的 直角 三 角形 。 

WEH, 在 AA4BC 中 ,由 作法 由 知 AB= c , HHC 点 在 
Hk t,i <C = 90", 又 因 AB 上 的 高 CD = 2， 所 以 C4。 
.CB= o = S, 而 4B 上 的 中 线 CM= LAB= 5, CM? 

°, 因此 CM: = CA-CB, BI AABC 斜 边 上 的 中 线 是 两 直 
角 边 的 比例 中 项 ， | 
题 5 以 A 为 原点 ,4B 为 * 负 建 立 直 角 坐 标 系 (图 1-2)， 





图 1-2 


设 AB=a, AM=m(0<m<a), WJ A, B,M,C, E% ARE 
标 分 别 为 ， 

4(0,0); B(a,0); M(m,0); 

Cm,m); E(m,a-m), 
下 方形 A4MCD、BMEF W PDO: O RER RAA 





o (= z); o,( 22 , azm ). 


正方 形 4MCD 的 外 接 贺 (01 的 方程 为 


(0 
即 2X2 一 MI 二 3 一 hy=0。 (1) 
正方 形 BMEF WIRA, 的 方程 为 


(eT 
Bp x? = (la+m)x+y?-(a-m)y+am=0, (2) 
M、N 点 是 Oi 与 Os 的 两 个 交点 ,它们 的 坐标 是 方程 
(1)、(2) 组 成 的 方程 组 的 解 ,为 求 N 点 的 坐标 ,我 们 解 (1).(2) 
组 成 的 方程 组 : 
(])- (2) 得 ax+ (a~ 2m)y—am=0, 
Bp ax= — (a— 2m)y + am (3) 
(1)xa: 得 (ax)2— am=e (ax)+c2y2 —-atmy=0 (4) 
将 (3) 代 入 (4), 消 去 x 得 l 


[ — (a =— 2m)y + amj? — ame[ — (a — 2m)y + am] 





+ary* ~a’my=0, 
即 (2a? — dam+ 4m2)y2 — 2am(a —- m)y = 0 (5) 


解 得 。 y1=0，ys = Aaa 


a? — 2am + 2m? ” 
代入 (3) 得 


XEM, X; = 


am? 


a? — 2am + 2m? ? 


am? 


x, =m Xx 2 C am + 2m? 
有 或 
yi =0, _ am(a-m) 
Pass og 


a, — 2am + 2m? ° 





N( -2 aem) 
a? — 2am + 2m? ' a? ~ 2am + 2m? ° 


(D 直线 4 过 点 400,0) 与 下 (m,a -mm)， 其 方程 为 





(a — m)x — my = 0 (6) 
直线 BC PEAR B (a,0)5 C Gn,m) ,其 方程 为 
mx + (a — m)y — am = 0 (7) 
” 不 难 验证 ，N 点 的 坐标 ，xs = gm 
` Mer INA T: dam 2m?’ 
_ am(a-m) ` N 
Y5 a? — 2am + 2m? 既 满 足 (6), 又 满足 (7)， 这 就 是 说 ,直线 
AE Ej BC 相交 于 点 N 。 


(D 直线 MN 过 点 M Om, 0) 与 N( 一 -am 


a? — 2am + 2m2 ° 
f geL r) 其 方程 为 


a? — 2am + 2m? 


a(x+y)=m(2y +a) l (8) 
显然 ， 对 于 任意 的 m 信 ，* = o, Y= - IRESE 


(8)， 这 就 是 说 ， 不 论点 ML 在 线段 AB 上 的 位 置 怎么 样 ， 点 
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(了 ,~ 了 3 ) 总 在 直线 MN 上， 因此， 直线 MN 总 通过 同一 点 


(W) 由 于 两 个 正方 形 的 中 心 O, .O, 的 坐标 分 蓟 为 
m m atm a-m 
a(g o (si, ss), 
所 以 线段 O O, 的 中 点 S (x ,> ) 的 坐标 为 


; 1 [= p +m )= q + 2m 


2 2 4 
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即 中 点 坐标 为 5(2 二 2 ， C). 


由 此 可 见 ,对 于 任意 的 mm 值 ， O10 的 中 点 S gusta 
IRET ， 即 点 3 总 在 直线 》 = 上 .而 由 于 点 MM 在 线段 48 





上 ,好 0<m<o ,这 时 < ue, Wq <<. 而 当 


MM 从 点 4 连续 运动 到 点 时 ，% 的 值 就 从 0 连续 增 大 到 4 ， 
x = 二 2 的 值 则 从 后 连续 增 大 到 综 。 由 此 可 见 ， 当 点 M 在 
AR AB 上 运动 时 ， 两 正方 形 中 心 连 线 的 中 点 的 轨迹 是 一 条 
平行 于 AB 的 线段 , 它 的 两 端点 是 G (3. t). K +). 

题 6 分析， 假定 梯形 ABCD 已 作出 ,如 图 1-3 所 示 , 要 
10 


使 48 在 平面 P 上 ,CD 在 平 
mE, HAB DCR 
AD57b,CD £ p. 所 以 4B 必 
在 平面 P 上 过 点 4 且 与 交 线 pp 
平行 的 一 条 直线 m 上 ,CD 必 
在 平面 Q 上 过 点 C 且 与 交 线 
了 平行 的 一 条 直线 1 E. 
过 两 平行 直线 1 、m 作 图 13 
一 平面 M ， 问 题 就 归结 为 在 平面 M 上 作出 等 肋 梯 形 ABCD, 
使 其 两 底 4B.CD 分 别 在 直线 m、1 上 ,并 且 这 个 梯形 存在 内 
wE. 





F p c ! 如 图 1-4, 作 AE 
LI. EXE. 348 
| 梯形 ABCD 在 在 内 
| IA, BIER 
4 ` m AD + BC = DC + 
+ ÁB, 
图 1-4 BB 24D= DC + AB. 

X DC+ AB=2EC, 

24D=2EC, 

AD= EC. 


由 此 即 可 作出 点 万 ,从 而 所 求 的 等 腰 梯 形 不 难 作出 。 

作法 ，Q@ 在 平面 PP 上， 过 点 4 作 交 线 2 的 平行 线 m ;在 
平面 @ 上 过 点 C 作 请 的 平行 线 ! ; 

© 过 两 平行 线 m、/ 作 平 面 凡 ,在 平面 M 上 , 作 AE LI, 
REEA E; 
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© 以 4 为 圆心 ,EC 长 为 半径 作 弧 ,与 EC 相交 于 点 喇 ， 

@ 以 C 为 圆心 , CE 长 为 半径 作 张 与 m 相 交 于 点 上 B， 

© 连结 AD.BC, ABCD 即 为 所 求 作 的 梯形 。 

证 明 : 由 于 m、/ 分 别 在 平面 .QR 上 ， 所 以 ABCD 分 
别 在 平面 P、Q@ 上 . XY mfp, lfp, 2. ABCD., XW 
AD= EC, BC= EC, ^ AD= BC， 从 而 ABCD 是 等 腰 
梯形 . 并 且 4B+ DC=2EC= AD+ BC, M D, 25 ERE 
ABCD EAMA. 

讨论 ， 当 AC 与 直线 户 ( 即 与 直线 刀 ) 的 交角 a45 时 ， 
本 题 有 一 解 (特别 地 ， 当 a=45° 时 ABCD 3 ENP) 当 
e>45° 时 ， 本 是 无 解 。 


第 二 届 


第 二 上 届 国 际 数学 移 林 匹克 于 一 九 六 〇 年 七 月 十 八 日 至 二 
十 五 日 在 罗马 尼 亚 举 行 ,参加 的 国家 有 :罗马 尼 亚 , 保 加 利 亚 ， 
匈牙利 ， 德 意志 民主 共和 国 ， 捷 克 斯 洛 伐 克 。 


w 赛 题 
题 1 求 所 有 满足 如 下 条 件 的 三 位 数 ; 它 除 以 11 所 得 的 
商 等 于 它 的 各 位 数字 的 平方 和 ， 《保加利亚 ) 
题 2 MEFR: 
4x2 
Vir + 


CEED 
E3 已 知 直角 三 角形 4BC， 将 斜 边 BC n 等 分 ,nn 是 
奇数 ;从 顶点 4 向 含有 斜 边 中 点 的 等 分 线段 的 两 端 引 射线 ,所 
成 的 角 为 « ， 斜 边 及 斜 边 上 的 高 分 别 为 a 与 4 。 证明; 
ü ánh ' 
(n? — 1)a ° 
(罗马 尼 亚 ) 
题 4 已 知 及 ,hi 与 m， 求 作 A4BC, 使 BC、 AC WE 
的 高 分 别 为 h。, ho, BC 边 上 的 中 线 为 m. 
(“J +J) 
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题 5 已 知 一 个 正方 体 ABCD-A' DCD, 
(D 设 天 为 线段 AC 上 的 任 一 点 ， 了 为 线段 B'D' 上 的 
任 一 点 , 求 线段 XY 的 中 点 的 轨迹 ; 
D 求 在 上 述 动 线 段 XY 上 ， 且 满足 关系 
ZY=2ZX 
的 动 点 Z 的 轨迹 ， (捷克 斯 治 伐 克 》 
题 6 已 知 一 个 正 圆锥 , 它 有 一 个 内 切 球 ,这 个 球 又 有 一 
个 外 切 直 圆柱 ,该 圆柱 的 一 个 底面 在 圆锥 的 底面 上 , 设 圆锥 的 
体积 为 " ,圆柱 的 体积 为 v。。 
(D 证 明 : 等 式 o = us 不 可 能 成 立 ) 
(I) 求 出 能 使 等 式 v, = ho, 成立 的 最 小 值 & .在 这 种 情 
况 下 ,作出 这 个 圆锥 轴 截 面 的 顶 角 。 
(保加利亚 ) 
题 7 已 知 一 个 等 腰 梯 形 ， 它 的 两 底 和 高 分 别 为 G , b 
MA. 
(D 在 梯形 的 对 称 轴 上 , 求 作 一 点 己 ,使 这 点 对 梯形 的 腰 
所 张 的 视角 为 直角 ， 
(I) 求 忆 点 到 梯形 两 席 边 的 距离 ， 
(有 )〉 在 什么 条 件 下 ,点 卫 能 够 作出 ?( 即 讨论 点 也 在 什么 
情况 下 存在 ,) 
(EERE AM) 


题 fW: 


题 1 设 三 位 数 的 百 位 数字 为 a ,十 位 数字 为 5 ,个 位 数 
FA c, a, b, c 都 是 整数 , 日 0<a 和 9, 0b, ex9, 这 个 三 
14 


位 数 等 于 100a + 10b + c, 
按 条 件 , 三 位 数 能 被 11 整除 , 所 以 有 且 仅 有 如 下 两 种 可 
能 ， 
Q a-b+c=0; © a-b+c=11, 
并 且 有 
100a+100+c=11(a:+ b*+c2), (1) 
D #a-b+c=0, Blb=a+c, IBA 
a+ b*+e*—2b(a+c)+2ae= 0, 
2, at+b21+c2=2b(a+c)-—-2ac=2(a+c)2- 2ac 
=2(a*° +ac+ c2) 
而 100a+10b+c=100a+10(a+c)+c 
=110a+11lc=11(10a +c), 
RAD., 8 
10a +c=2(a?+ac+c?), 
2a? +2(c—5)a+2c2—- c=0, 
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因为 a 是正 整数 ， 所 以 必须 5 一 Be 一 3c?>0， 即 
二 81L-4 < < lA. Ho 是 非 负 束 数 , 因此 c 只 


有 两 种 可 能 : c=0 或 c=1， 
若 c=0, 得 ai=5 或 as=0。 a,=0 FEER; 由 a= 5、 
c=0 得 5=a+c=5, 于 是 得 到 一 个 满足 条 件 的 三 位 数 ，550; 


车 c=1， 得 a=2+-W14 是 无 理 数 ,不 合 要 求 ， 
回 若 a-b+c=11, 即 6=a+c-11, 代 入 (1) 得 


a tv 2 8c -cr ， 
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100a+10(a+c-11)+ec 
= 1ll[at+ (a +ce- 11)2+ e21, 
1l1(10a+c-10)= 11[2(a* +c*+ac 
-11a - 11c) +121], 
10a +c- 10=2(a? +c? +ac-— ila- iic)+ 121, 
gp 2a? +2(c— 16)a+ 2c? +131- 23c = 0, 





从 而 得 a = Se 


tie 3oy 14c -6 。 


Ha RER, VA- 3c 14c -6 之 0, T = 31 


< <T EYB gy e 是 非 负 整数 ,所 以 c 只 可 能 是 1、2、 


#os1, az- Bil. V/F EREM, KAER; 


车 c=2， a=7 土 地 "V16 是 无 理 数 ,不 合 要 求 ， 


若 c=3， ai=8 或 as=5， 其 中 ay =5 不 合 要 求 ， 因为 
这 时 2=a+c-1l1l= -3 不 是 非 负 整数 。 取 o=8，c=3， 得 
b=0, 又 得 到 一 个 满足 条 件 的 三 位 数 ，803， 

若 c= 4,a=6 圭 二 *W 了 是 无 理 数 ， 不 合 要 求 。 


综 上 所 述 ,满足 条 件 的 三 位 数 有 两 个 ，550 ,803 。 
题 2 ARTZA PRAW x 的 容许 值 范围 ， 
|. 142x20, 且 1- 1+2x=0, 
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即 x>- l, B. x 上 所 0， (1) 


凉 不 等 式 就 是 
4x2.(1+ V l+ 2x )? _ 
aee — — L. S 2 O... CX +9 
QU V IFR) (1+ Torx): > 
4x (2+2%+2 1+ 2x) 
a Ax? 
2+2x+2wT+2x<2x+9， 
2 1+2x <T, 


-<2x +9, 


45 

x<. 

考虑 到 x 的 容许 值 范围 (1) ， 得 不 等 式 的 解 为 O< <Š 

或 - y<x<0. 


题 3 如 图 2-1， 设 将 斜 
边 等 分 的 各 分 点 依次 为 D., 
D, , oen ，D.-1， 由 于 #* 是 奇 
数 ,显然 ,含有 斜 边 中 点 的 等 分 


REBA D n-i Danti ,所 以 
š s 
a= <DA D. I i | 
2 pei 


= LBADn+: 
2 





~ ZBADs1. 
3 
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ED ais Das 3r AME 
Da-i En- LAB, Dnt: Ens AB, 
2 2 2 2 


BEHE. Ea. W 4B=c,AC=5, 则 
2 2 


n — 1 


D. Esa — b = 
2 2 























Dsi Enzi  (n-1)b 








` o 一 -8 -2 一 下 
也 以 ts<BADn-; AE un (n+1)c ° 
z 
同样 ， 可 得 
_ (n+1)6 
tg2 BAD.  (n-—-1)c ° 


` 


—. tga= tef <BAD,:, <BAD,.,) 


tz<eBAD:.,.  —tg< BAD... 
z: 2 





(n+1)b ` (n—1)6 
_ _ (n- 1)c (n+1)c 
1+ (n+1)b (n-1)5 
(n—1)c (n+1)c 
- 4nbc 
(n? —1)(b2 + c2) ° 
在 直角 三 角形 ABC 中 ， 有 


48 





b? +c? =a, be= ah 





代入 得 
_ An Ü ah 
tge= i a? 
|. dh ` 
Bp tego 1a . 


题 4 分 析 ， 假定 AABC 已 作出 (图 2-2》， 其 中 AD = 
ha,BE=h,, AM= wm。 显然 ， 直 角 三 角形 ADM 可 先 作出 ， 
问题 是 要 确定 点 C (或 互 ) 的 位 置 。 

作 MF | AC, EEH 
F EB] 

ACMFoACBE, 

MF MC 1 


BE ~ BC 2? 








= l BE=1 
MF= BE 二 如， 


B 2-2 

由 此 可 作出 点 已 ， 从 而 问题 不 难 解决 ， 
作法 : (图 2-3) 
D 作 直 角 三 角形 


ADM, 使 AD=h,， 
AM=m, ZADM = 
90°; 

© 以 AM 为 直径 
作 圆 。 再 以 M 为 网 心 、 


lia 为 半径 作 国 。 设 两 
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BHAT F s 

@ 连结 4F， 并 延长 与 DM 所 在 直线 相交 于 C 点 ; 

D 在 DM 所 在 直线 上 截取 MB = MC (点 五 与 点 C 在 M 
点 的 两 侧 ) ， 连 结 AB, W AABC 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 

证 明 : 由 作法 中 可 知 A4BC 中 BC 边 上 的 高 AD = h,, 
由 作法 可 知 点 村 是 BC 的 中 点 , 故 BC 边 上 的 中 线 为 AM, 


H 4M= ms。， 由 作法 @ 知 ,MF.4AC, M= Th, fE BEL 


BE BC 
-MF MC 


"BE=2MF= h, B AC 边 上 的 高 BE= h, 

讨论 : 当 m.>h., h <2m, 时 ， 作法 四 中 的 两 图 有 两 个 
交点 下 FSF ,这 时 有 两 解 ,如 图 2-3 中 的 AABCH@A ABC, 

当 Maha, hx = 2ma 时 ， 作 法 名 中 两 圆 的 交点 斑 重 合 于 
AÑ» 人 这 时 只 有 一 解 ( 图 2- 4); 

>has ha> 2m, 时 无 解 ; 

qm m. = h, W, AD 5 AMER., 这 时 着 如 < 之 2m4 ,有 一 
解 ，AABC 是 等 原 三 角形 (图 2-5)。 若 加 宇 2m ,无 解 ， 

Hom, <hi ii, T, 


AC, EERE, WH ACEBc>ACFM 可 =2, 


E, 
AA 
了 N 
4 >. \ h= 2ma 
N 
T N 
AAN ` 
` 
`N 
C D M B B 





20 


题 5 (I "X AC 的 端点 4 或 C，Y B! D: 的 端 
点 B RD 时 ， 对 应 的 线段 《了 上 分别 是 AD’, AB'.CB', 
CD’, 设 它们 的 中 点 分 别 为 ,.,G .万 (图 2-6)， 它 们 是 所 
求 轨 迹 上 的 几 个 特殊 点 。 

连结 EF.FG.GH.HE, # AAB'D' h, EF/ D'B’， 


EF=-D'B' $E ACB'D' h, HG/D'B', HG= T-D'B', 
Ë 
EFfHG 1 D’B’, EF=HG= ZDB 。 
同 理 可 得 : 
FG # EH AC, FG = EH=-kAC, 
XF AC. B'D' 所 成 的 角 为 直角 ， 所 以 四 边 形 EF CH 
是 一 个 正方 形 , 它 的 边 长 为 2 at a 表示 正方 体 的 楼 长 )， 


4 X: AC 上 的 任 一 
点 ,了 Y 是 B'D’ 上 的 任 一 点 
时 ， 线 段 XY 的 中 点 Z 
的 轨迹 就 是 上 述 正 方形 
EFGH 的 内 部 包括 边 
界 ) .下 面 我 们 来 证 明 这 个 
结论 ， 

先 证 明 任 一 这 样 的 线 | 
Bt XY 的 中 点 Z 在 正方 形 4 B 
EFGH 的 内 部 (包括 边 图 2-6 
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H). 

设 Y 是 BD’ 上 的 任 一 点 .在 平面 4B’D’ 上 ,连结 VA, 
与 EF 相交 于 点 M， 在 平面 CD 也 上 ,连结 YC, 与 HG 相 
交 于 点 N。 在 AAB: D h, HA EF D B', EE AD 的 
中 点 ,所 以 M 是 了 4 的 中 点 ; 同 理 ，N 是 YC 的 中 点 。 因 此 ， 
MN 是 和 YAC 的 中 位 线 , 了 与 AC 上 任 一 点 大 所 连 线 Ek XY 
的 中 点 2 必定 在 线段 MN 上 。 并 且 MNY AC, MNY FGY 
EH, 故 线段 MN 上 各 点 都 在 正方 形 EPFGC 互 内 部 ， 从 而 2 点 
必定 在 正方 形 EFG H HARO X, YA- AE ACHR 
B'D' 的 端点 时 , Z 点 在 正方 形 EF CH yB n E). 

再 证 明正 方形 EFGHH 内 部 (包括 边界 ) 的 任 一 点 Z ， 必 
ERR RE XY H PAX EACE, YEB D k). 

设 Z 是 正方 形 8FGH 内 的 任 一 点 ， 过 2Z 点 作 MNYI 
FG, 与 EF,G 昌 分别 相交 于 M、N 点 ,在 平面 AB’ D 上 , 连 
结 AM, 与 B'D' 相交 于 点 了 ,显然 点 村 是 了 4 的 中 点 ;连结 
YC, 必定 通过 和 点 。 于 是 MN 在 平面 YAC 上 ,从 而 Z 点 在 
平面 了 4C E, 连结 YZ 并 延长 必 与 AC 相交 ， 设 交点 为 XX， 
H MN / FG 可知 MN AC, 并且 M 是 了 4 的 中 点 ,所 以 Z 
点 必定 是 线段 XY 的 中 点 。 

由 此 可 见 , 所 求 Z 点 的 轨迹 为 正方 形 EF CH 的 内 部 ( 包 
轿 边界 ) ,这 个 正方 形 的 边 长 为 ~ 和 6. 

(了 与 (IJ) 相 仿 ,可 得 ， 满足 

ZY=2ZX | 
的 动 点 Z 的 轨迹 为 矩形 E F'G H 的 内 部 (包括 边界 ) (图 
2-7), 其 中 E F'G) H 分 别 在 AD’,AB’, CB.CD’ 上， 
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EA PA GC U C 


AUD ay | 2 a 8 22 a, 





图 2-7 2-8 
题 6。” 设 圆锥 的 底面 半径 为 ri , 高 为 h ， 内 切 球 半径 为 


r, ,如 图 2-8 所 示 , AD=BD=r,, OD=0E=0F=r,, CD 
=h, 


v, = rh, 


(1) 
o, = 2Zr,°, (2) 
e Rt.ACDBoRt, ACEO, 
。 BD_CB 
* OF CO 
tioa Vre+h 
Bp r: h-r, , 
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ri (h—r,) =r rith, 
rieh- r)? =r2 (r+ hoy, 
r (h° 2hr,+r2)ya rr + r hE, 
rik? 2hr r, = r 2R2, 
° h=c0, . r O (h—2r,)= rh, 
~ h>2r,, BI h—- 2r,>0, 


代入 (1) 式 得 
Tr h? 
3(h— 2r,) ° 
(I) MRES. BETRA vi = zs ， 即 
— = 
D; 
将 (2)、(3) 代 入 上 式 ， 得 
h? 
ZOEN 
即 k-er h+ 12r2= 0, 
但 是 ， 对 于 任意 正 实数 上 .r:*， 恒 有 
h*— 6r,h + 12r,2= (h— 3r)? + 3r,22>0, 
所 以 (4) 式 不 可 能 成 立 ， 即 不 可 能 有 o Sv, 
(D 设 = kv,， 即 


U, = 


. 


=1, 


v, 
U, ° 

将 (2)、(3) 代 入 得 (5) 式 

h? =k 

6r,(h—2r,) ? 
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Bl! h? — 6Rr,h + 12Rrs = 0, 


( h ) -6k,(- 生 )+128=0。 (6) 


r; ra 





ORRAT- MNE CA KROB 0136384 AEN 





别 式 A=4.(9k? — 12k)>>0,， 
BU ke (3k— 4) 20. 
由 于 k = 五 上 ->>0， 故 得 
2 
3k— 420, 
4 
=—, 
k 3 


这 就 是 说 ,能 使 "= ko, 成 立 的 最 小 值 h = 全。 
在 这 种 情况 下 , 即 当 k= 立时 ,(6) 式 为 


(+y - se)+ 16= 0， 


解 之 得 h =4, 


了 2 





即 h = Ara. 
WERT kh FRE AAR T 角 (图 
2-9). 
D ERRE r, IE CD= 4r,, 并 在 CD 上 截取 OD= 
r23 
© 以 0 为 图 心 ,r+; 为 半径 作 贺 ? 
25 


© 过 C 点 作 @O 的 切线 CE, CF, W < ECF 就 是 当 
k = 人 时 贺 锥 轴 截 面 的 项 角 ， 





图 2-9 图 2-10 
题 7 0O) 要 使 ZBPC=90 (B 2-10) ,必须 且 内 须 P 
点 在 以 BC 为 直径 的 图 周 上 , 作 以 BC 为 直径 的 圆 , 它 与 等 腰 
梯形 对 称 轴 EF 的 交点 尸 即 为 所 求 。 
D 设 点 已 到 上 庶 的 距离 PE = x ,到 下 撒 的 距离 PF = 
Xare 
ZzPCE= BPF( 都 与 ZEBPC HA), 
Rt, A PCE Rt., ABPF5, 


PE _ CE 

得 BF” PF 
b 
如 x; = 2 
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sa 


X *- X, +X, =h, (2) 
因此 ，x,、x; 是 方程 


x? = hx + Ñ+ab=0 
的 两 根 ， 解 之 得 


Xi F 


h1, /ep 

vi ty’ *Vh -ab, 

34 h >ab, BD h° ab>0 时 ,符合 条 件 的 点 有 两 个 : Pi 
它们 到 上 下 底 的 距离 分 别 为 ， 


PE= -lv-ab, P.F= t+}Vh-ab; 


P, 


` 


P,E= Y + a, P.F= -vi 
m ht=ab, MA- abon, RA REER PARRA 
它 到 上 下 底 的 距离 都 等 于 羡 ( PE= PF= 各 )， 即 点 P 


是 EF 的 中 点 。 
(W) HDA, 34 h zab 时 ， 已 点 可 以 作出 。 而 当 A? 


<ab 时 ， h? -ab<0, A ED 不 是 实数 ， 符合 条 
件 的 点 已 不 存在 。 
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第 = m 


第 三 届 国 际 数 学 奥林匹克 于 一 九 六 一 年 七 月 八 日 至 十 四 
日 在 匈牙利 举行 ， 参 加 的 国家 有 : AFA, 波兰 ,罗马 尼 亚 ， 
捷克 斯 洛 伐 克 ， 德 意志 民主 共和 国 ， 保 加 利 亚 。 


题 1 解 方程 组 


XxX+y+2=a 


XY=2° . 
其 中 4.6 为 已 知 数 ， 
试问 ，a、 应 满足 怎样 的 条 件 , 才能 使 方程 组 的 解 x、y、 
z 为 互 不 相等 的 正 数 ? CIFA, 62) 


E? 已 知 三 角形 的 三 边 的 长 分 别 为 a.6、c, 面积 为 S , 
证 明 ， 
a? +b? tev 3 S, 
并 求 出 在 什么 条 件 下 等 号 成 立 ? 
(波兰 ，7 分 》 
题 3 HE cos"x- sin'x=1 
其 中 为 任意 给 定 的 自然 数 。 
(保加利亚 ，7 分 》 
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题 4 CA APPP 及 三 角形 内 任 一 点 P， 直 线 P.P. 
P,P,P,P 分 别 交 对 边 于 Q, Qos Q,, ij FPP LP 








PO PQ, ` 
PO kS Fih S pdf 4 2 ,并 且 至 少 有 一 个 
不 小 于 2 ， (德意志 民主 共和 国 ，6 分 ) 


题 5 求 作 A4BC, 使 AC=b,AB=c, Z AMB = :u,jX 
EME BC 的 中 点 ， 且 w 达 90*。 并 证 明 。 当 且 仅 当 š 


btg cb 


时 ， 本 题 有 解 ,又 在 什么 情况 下 等 号 成 立 ? 

| (捷克 斯 洛 伐 克 ，7 分) 

题 6 已 知 平面 已 的 同一 全 有 不 在 一 直线 上 的 三 点 4， 
B.C ,并 且 过 4.B、C 三 点 的 平面 与 平面 五 不 平行 ,在 平面 五、 
上 任 取 三 点 4/ .BC 又 工 、M、N 分 别 是 线段 44 BB’ 
CC' 的 中 点 ，G 是 ALAMN 的 重心 (如 果 对 应 于 A B C 
的 三 级 段 的 中 点 上 ,MN 不 构成 三 角形 ， 这 种 情况 可 不 予 考 
Jë), RY A,B, C 在 平面 EE 上 任意 变动 时 G 点 的 轨迹 

( 罗 蕊 尼 亚 ，7 分 ) 


题 解 
题 1 X+y+z=a (1) 
MOD (2) 


Xy = 22 (3) 
由 (3) 得 (x+ y)2?2=x2+ y? + 222 : 
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= (X2 + y2 + z2) + z? (4) 

由 (1) 得 x+y=a-¿, (5) 
将 (5)、(2) 代 入 (4)， 得 
(a-z2)*=02+z°, 

Bi 2cz=a: 一 02。 (6) 
34 a=0, b=<0 时 ， 方 程 (6) 无 解 ， 获 诛 方 程 组 无 解 ; 
`4a=0, b=0 时 ， 由 方程 (2) 得 x=y=z=0, 显 热 它 满 

足 (1),(3), 因 此 原 方程 组 有 唯一 解 x=y=z=10; 

当 e=s0 时 ， 得 


ab? 
z= 一 一， (7) 





由 (1) 得 y=a-x-z=(a-z)- x, (8) 
将 (7)、(8) 代 入 (3)， 得 


< 








a+b NV /ar-b: \? 
或 Mr 
两 边 同 乘 以 4a* 并 整理 得 
4a?x? — 2a(a2 +b2)x + (a? — b° =- 0， (9) 


其 判别 式 4= 4a2.[(a2 + b2y2 Ala? — b2)21 
=4a°(10a2b*—-3at-—-3b%), 
当 A20, Rl 1l0a2b?° — 3at — 3b1220 BF, 方程 (9》 
的 解 为 





a? +b? +./10a2b2 — 3at — 3b* 
Xis: 三 一 一 一 一 10 


(10) 


代入 (8)、 得 
30 





2 2 -一 
yo tb FV l0a2bi-3at—3b* (11) 


4a 


当 4<0, BD 10a*b* - 3a -3b'<0 时， 方程 (9) 没 有 实 
数 解 ， 故 原 方程 组 无 解 , 

综 上 所 述 ， 有 

当 4=0、0=0 PF, 方程 组 有 唯一 解 X=»=2=0; 

当 a 寺 0, H 10a202— 3af 3b 之 0 时， 方程 组 有 两 个 实 
数组， 





tb y Tab? Q at 36° 

















4a 
jy, = a? + 六 一 v 10atb? — 3a* 360¢ 
i da 
| a b 
C! 2a ; 
(y. n3 tb? -v 102255 C 3a t = 30° 
I 4a 
| y= 2 tb? + vV 1025 — 3at -3b 
| 4G 
a? —b? 
225 pa . 


(4 10a222 -3at-3b1=0 WJ, WMA HR, H x= y) 

当 10a?b? —3at — 3b*—0 村 ( 上 面 讨论 中 的 4a=0、b 关 0 
这 种 情况 已 包括 在 内 )， 方 程 组 没有 实数 解 ， 

再 讨论 x*、y、2z 为 互 不 相等 的 正 数 的 条 件 。 显 然 , 必须 
020, 并且 10a?b? — 3a*t —3bi>—0,BB — (3a? — b2y(a2 一 302) 
>0, 48 

31 


Fs lb|<a</3 lb, (12) 


又 因 x>0, >>0,HB010).(11) 5 3, V 
a? +b? >v 10a*b? -30 ~ 30°, 
(a? +b?)?>10a?b? —3at— 3b4, 
4at — Ba?b? + A404>0, 





BB ， Ala? -64): >0， (13) 
又 因 z>0， 由 (7) 可 知 ， 必 须 

CQ >D2， 
即 a> b], | (14) 


这 时 ， 由 (14) 便 可 保证 (13) 成 立 。 
由 (12)、(14) 得 ,方程 组 有 互 不 相等 的 正 数 解 的 条 件 是 : 
Jb|<a<w 3 lb]. f 
82 由 海伦 (Heron) 公 式 ， 三 角形 而 积 为 
十 +b-c a 一 一 
S = bte, atb-e ore-b, breca, 
又 因 对 于 任意 正 实数 *、y、z， 有 不 等 式 : 


一 ， 





Bi “ye< (t yt zy 


(等 导 当 且 仅 当 x=y=>z R). 
WA 
(a+b—-c)la+ce-b)(b+c-a) 





< a+b+e s (a+b+0)? ` 
<( 3 ) 27 
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EHR a++b-csa+tce-b=b+c-a, Bla=b=cB 
成 立 )， 


.. 4S =V (a+b+e)(a+b-cy(atcec-b (bt cec-ay 








< largio. ABIIT _ (atbte)s 
< a+ b+ o) 57 33 


— 3a° + 362 + 3c2 -(a-0b)°’- (b—c)2—(c- a) 


33 








B az+p+cd4w39， 

FFH a=b cH. 

E3 当 2? 是 偶数 时 ，sin?x 之 0,cos"x 委 1， 所 以 cos"x 一 
sin”"x<1, Æ {fE cos"x 一 sin”%x= 1 成立; 必须 且 只 人 须 


cos"x=1 H. sinx=0， 
pj cosx= +1 县 sinx=0, 
由 此 得 方程 的 解 为 
x = kat ( R 33. 


当 半 是 奇数 时 ， 将 原 方程 写 为 
cos"x= 1 + sin°x, 
由 于 sinx 之 -1, 所 以 sin"x 关 一 1， pon cos”x=>0, cosx >Q; 
又 国 cosx 委 1， 所 以 cos"x 和 1， 必 有 sin"x=ç0, sinx=ç0, 
$ sinx = 0, 代 入 方程 得 cos"x= 1,38 cosx=1, 由 此 得 广 
程 的 一 组 解 ， 
x = 2hkr (k ARER). 
#rsin"x= -1T， 代 入 方程 得 cos"x=0， 有 cosx = 0, 由 此 
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得 方程 的 又 一 组 解 ， 


了 


x= 2kx — —— Ck HEH). 


最 后 ， 若 —-1<sinx<0, IJ 0<cos"x<1, # 
0<cosx 所 1。 于 是 原 方程 可 以 号 为 
[cosx|"+ |sinx|"=1, 
当 n2>3 BF, [cosx|"*<cos2x,|sinx|"<sin2x, 
|cosx|"+ |[sinx|?°<Ccos2x +sin2x=1, 
所 以 当 n2>3 时 原 方程 没有 适合 — 1<sinx<0 的 解 。 
当 #=1 时 ， 原 方程 就 是 


cosx —sinx=1, 





即 V 2 eos[ + x )=1, 
cos( Z + x), 


z + X= 2h7T + 区， 


i 


s x=2hw 或 x= 2k -5 k HE), 
对 于 这 两 组 解 ， 分 别 有 cosx=1, sinx=0 或 cosx= 0， 
sinx= -1, 但 不 适合 ~1<sinx<0。 - 

综 上 记述 ,得 原 方程 的 解 为 ， 

N ( 当 +# 为 偶数 时 ) 
2pz 或 2k -一 2 (34 n AAA 
Ck 为 整数 )， 
34 I 


题 4 证 法 一 ”如 图 











P 
3-1 所 示 ， 设 AP PPa, 、 
APP,P, APP,P APPE 
的 面积 分 别 为 S$、 Sir San 
Ss WA Q Q: 
Sioa PQ, 
S P Q, P; Q, : Ps 
-Po 
P. P+ PQ. 图 3-1 
=- t, 
PP 1 
Q, 
AH, A 
S, = _ 1 S, =. ` 1 
S PP ”Ss PP ° 
PO, `! PO, `! 
t S,+S,+S,= S, 
° S, S, Sa = 
t. ç ç + ç 9 
1 1 l č a 
PP pp 


所 以 上 式 左边 三 个 分 式 中 至 少 有 一 个 不 大 于 村， 也 至 少 有 一 
个 不 小 于 3， 不 妨 设 


$9 


证 法 二 ”如 图 3-2 所 
示 , WA S Æ AP PaP, 的 
重心 ， PM,、 PM,、 P,M, 
是 A P, PPs 的 三 条 中 线 ， 
则 有 





PS _ PS 
SM, SM, 
_ PS _ 
图 3-2 ` SM, “°` 
若 点 了 与 点 S 重合 ， 
pu Q,.Q..Q. 三 点 分 别 与 点 M, Ms 重合 ， BE 
© PP PP PP, a 
PQ, PQ, PQ, , 


AER 
若 点 万 与 点 S 不 重合 ， 则 点 尸 必 属于 下 列 六 个 三 角形 ， 
ASP,M;, ASP,M,, ASP,M,, ASP,M,, ASP,M,, 


ASP, M, 中 的 某 一 个 (可 以 在 边 上 ， 但 不 与 顶点 重合 )。 


6 


不 失 一 般 性 ， 我 们 设 点 已 在 ASP,M, 内. 过 8 作 SS, / 
P,P,, 5 P, P, 相交 于 5， 版 ， 它 与 PQ 亦 必 相交 s BERE MA 
AA. WAA ASPM, 在 四 边 形 SSssP:M B, WAAR E 
已 、 书 两 点 之 间 ， 从 而 有 

PP PA PS 
PQ, AQ, SM, 

再 过 S 作 SS, / P.P. , Ej P, P, 相交 于 3, 点 , 它 与 忆 2Q 2 
IRD, REAA B. AA ASPM, Æ ASPS: 内 ， 所 以 
BREP Q: 两 点 之 间 ， 从 而 有 

P,P PB _ PS 

PQ: BQ, SM, 
这 就 得 到 

P P PaP — 


>2, “2. 


PQ, PQ, 
命题 成 立 。 
如 果 点 书 在 其 他 某 一 个 ASPM; G, j= 1, 2,3, ig j), 
同样 可 证 。 
总 之 ， 对 于 APPP 内 的 任 一 点 卫 ,命题 成 立 。 


题 5 分析， 假定 A4BC 已 作出 ， 满 足 题 给 条 件 (图 
3-3). 


> 





=2, 





=2, 








ZzAMB=u<90°, 
z=AMC =180° — 
>90°. 
取 AC 的 中 点 N, 连结 ^ 
NM, 因为 M 是 BC 的 中 点 ,所 
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以 NMA AB, NM=-LAB= S. 


于 是 在 A4MC di, AC=b, AC 上 的 中 级 N. - H 


ZAMC =180° —u, Br 1 AAMC 可 先 作出 ， 

作法 :〈 图 3-4) 

D AF 4C =b ERE AC 上 作 圆周 角 等 于 180 -un 的 马 
JW Ab C; 


© 取 AC 的 中 点 .以 N 为 圆心、 为 半径 作 弧 ， 与 马 
WWA k CHRT AM: 





© 连结 CM， 并 在 CM 的 延长 线 上 截取 MB = CM; 

@ 连结 AB, WJ AABC 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 

证 明 , BERO, AC =6, AMC = 180° -w, *, Z AMB 
=180°— Z<AMC =u, 并 且 MB -= CM (作法 图)。 又 由 作法 


HN E AC 的 中 虚 ， 所 以 4 = 2NM= 2.2 =o, 


讨论 ， 我 们 来 证 明 ， 当 且 仅 当 btg7 < c <b 时 , 本题 有 
解 ， | 

若 本 题 有 解 , 即 A ABC 能 作出 ，BC 的 中 点 M 必 定 在 马 
EM Á k C L, E NM= S RENAR CHOH O, 
PEAR, 对 称 轴 为 OHEA k C 上 ), 如 图 3-5 所 示 ,要 


使 用 点 存在 ， 必 须 
OM<ON+ NM. (1) 


而 OM= R, NM= 5 


ON=OH- NH=R-NH=R- NC+-tigZ ACH 


H M 
二 _ 5. Kodi 
= R ° tg 
代入 (1) ， 得 
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Dtg =< c, (2) 


又 因 在 A4CM 与 A4BM 中 (图 3-4)， 
AM= AM, CM= BM. 
< AMB = u 90, < AMC =180° — u> 90°, 
可 得  ZAMB<ZAMC, 


AB<AC, 
即 c<b (3) 
由 (2)、(3), 即 得 本 题 有 解 的 必要 条 件 是 
bte =<e<b, 


再 证 条 件 也 是 充分 的 ， 即 当 bte 3 S<c<b 时 ， 符合 要 求 


的 AABC 能 作出 。 


-b~ ° 
NA= y> 
即 点 4 在 以 N 为 图 心 、5 为 半 色 的 加 ON he 
又 由 btg <c 可 知 ， 
NH =-5 tg <> 
MHARE ON 外 ， 
当 btg <e B, NESZ, WH S 内 ,这 时 人 C 


上 有 一 点 4 在 ON 8: , XU8— 8 H @N W, BDLÁ 8 C S 
40 


ON WEHR, 即 M 点 可 以 作出 ， 进而 AABC 可 作出 。 并且 
A kkC 与 ON 有 两 个 交点 ， 所 以 这 时 本 题 有 两 解 ( 在 图 3-4 
中 ,这 两 个 交点 为 M.M, H M 点 可 按 作 法 @,® 作 出 另 一 
个 符合 要 求 的 三 角形 )， 


Hote =e i, NH=2, Ak CH ON 只 有 一 个 交点 


H, WMRAS5SHAREA, 这 时 AB / NM L AC, W BAC = 
90"。 即 所 作 的 A4BC 是 一 个 直角 三 角形 (图 3-6)， 


SERE, #: E 
当 且 仅 当 6tg 玉 Le H( M) 
a M. AEARR, O 4 c 
N 
当 且 仅 当 btg 也 =< 
5b 时， 本题 有 且 仅 有 一 解 ， 
A ABC 是 直角 三 角形 
(ZA=90°), 9 
题 6 ”以 平面 EE 作为 图 3-6 


坐标 平面 z= 0( 即 任 取 平面 上 一 定点 作为 原点 ,OxX、Oy $ 
在 平面 妃 上 ，Oz 轴 与 平面 妃 垂 直 ) ， 建 立 直角 坐标 系 O 一 Xxyz 
(图 3-7). 设 三 已 知 点 A B.C 的 坐标 分 别 为 ; 

ACx,..,y 6 2a), B(x,,y: 255, C (X 72926), 则 A.45C 
的 重心 HERA 

s( =: += + x, P E a ， yasso), 
BEHELS A BC 的 坐标 分 别 为 ; 
41 





A’ (x110); B’ (xs ,2,0), C(xsys 0), 
于 是 ,44’、8BB’ .CC’ 的 中 点 工 ,M 的 坐标 分 别 为 ， 


(saman. 





M (e 2. yty o), 





+ x! + y! 
N( Xs 2 , se), 


ALMN 的 重心 G 的 坐标 为 : 
G(r tt tt 
6 


yt yt Ya tY +y: +s atbte) 
6 kd 3 - 


由 此 可 见 , 不 论 AB C 在 平面 上 约 位 置 如 何 ， 即 不 
论 x1i.y1(i=1,2,3) 的 取 值 如 何 ， G 点 的 z 坐标 总 为 定 信 ， 


a+b+ec 
, 
3 


Zç = 
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即 G 点 在 与 平面 户 平 行 的 一 个 于 面 


a+b+c 
3 


z = 


+. 
另 一 方面 ,G 点 的 x.y 坐标 为 


, [j , 
X, +X, tXa X) tX, + X5 


Xa” , 
6 








= 之 1 2 
Ya 6 


由 于 ABC 在 平面 上 上 任意 变动 ,所 以 #1、y1(i= 1,2,3) 
可 取 一 切实 数值 ,从 而 teye 可 取 一 切实 数值 . 这 就 是 说 , 动 
点 G 可 以 取 谢 平面 z = +9+ 人 上 的 任 一 点 ， 

所 以 动 点 G 的 轨迹 为 平面 


atb-+c 
2 = 一 一 一 一 一 ， 


这 个 平面 平行 于 平面 召 ， 它 到 平面 互 的 距离 ( S+ 3: ) 等 于 


AABC 的 重心 到 平面 巨 的 距离 2 I O, 
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第 四 Fa 


第 四 届 国 际 数学 奥林匹克 于 一 九 六 二 年 七 月 三 日 至 十 六 
日 在 捷克 斯 洛 伐 克 举行 ， 参 加 的 国家 有 : 保加利亚 .匈牙利 ， 
德意志 民主 共和 国 ,波兰 :罗马尼亚 ,苏联 , 狠 克 斯 洛 伐 克 。 


题 1 求 具 有 下 列 两 个 性 质 的 最 小 自然 数 2 (ID n fJ 
个 位 数 是 6 ; (GOD 如 果 将 对 的 个 位 数字 6 移 到 其 余 各 位 数字 
之 前 ， 所 得 的 新 数 是 # 的 4 倍 ， 


882 求 满足 不 等 式 
VV ar -Vari > 
w 2 
的 所 有 实数 Xx. (J F), 6 分 ) 


题 3 已 知 一 个 正方 体 ABCD-4'B'C D, B YW E 
方形 ABCD 按 ABCDA 的 方向 作 等 速 运动 ， 点 了 WENE 
B'C’'CB 按 B'C'CBB' 的 方向 以 同样 的 速度 作 等 速 运动 ， 
点 大 与 也 分 别 从 4 点 与 B 点 同时 出 发 ， 求 线段 XY 的 中 点 
的 轨迹 ， 并 画 出 其 图 形 ， 

(捷克 斯 洛 伐 克 ， 8 分 ) 

题 4 解 方程 costx+cos*t2x+ cos*3x=1, 

£4 


《和 罗马尼亚 ，5 分 ) 
题 5 设 4.8、C 为 圆周 上 的 三 个 已 知 点 ,在 圆周 
上 求 作 第 四 点 万 ,使 四 边 形 48CD 存在 内 切 贺 ， 
(保加利亚 ，7 分 ) 
me 已 知 AABC 为 等 腰 三 角形 ， 外 接 圆 半 径 为 ” ,内 
切 圆 半径 为 P ,证 明 两 圆 的 圆心 距 为 
d= Wr(r ~ 20), 
(y  # 5 R. p 346 l, 6 分) 
题 7 已 知 一 个 四 面体 $48C, 存在 五 个 球 ， 与 四 面体 
的 楼 SA.SB.SC.AB.BC.C A 或 其 延长 钱 相 切 。 证 明 : 
(D Umik SABC 是 正四 面体 ; 
(I) 反之 ， 每 个 正四 面体 必定 存在 五 个 这 样 的 球 。 
(苏联 ，8 2) 


题 解 
题 1 ”解法 一 ， 因为 的 个 位 数 是 6 ， 设 


Hf=aksl0"+a,- 10" it. +as*102+a*10+8, 
Hip k HEME, 0 委 a; 委 90G= 1.2... , hk ) B. a,=s0, 

记 X =a, 105" +a). 610572 +. +a,sl0+a,, 
则 有 n=10X+6, 将 "的 个 位 数字 6 移 至 其 余 各 位 数字 之 前 
所 得 的 新 数 为 6*10* + X, 284 (2549 

6°10:+ X=4(10X +6), 
6-10°+ X=40X+ 24, 
39X=6(10*— 4), 
13X=2(10* ~ 4), 


-Yt lr J s 
DEAN A < re 


由 于 加 为 自然 数 ， 且 (13,2) =1, 所 以 必 有 131107 一 4， 
而 满足 13110 -4 的 最 小 非 负 整数 k =5, 这 时 
104 -4=105 一 4=99996=13x7692， 
所 以 x =.2010 4) = 2x7692=15384, 
n=10X+6=153846. 
不 难 检验 , n=153846 满足 题 设 要 求 ,事实 上 ,有 615384 
=4x 153846., 
六 此 ,所 求 的 最 小 上 自然 数 为 153846. 


解法 一 设 n= araa 满足 条 件 (1)、(2), 则 


M = 4n = apapa 。 
因为 ”的 最 末 一 位 数字 是 6 ,所 以 m= 4n 的 来 位 数字 是 
4， 即 cy =4。 将 a,=4 代入 1 并 乘 以 4, 可 求 得 a, = 8, 再 将 
da: =4、4s=8 IRA n FRUA, HRE a =3。 如 此 继续 下 
去 ， 直 至 n=4n 第 一 次 出 现 某 一 位 上 的 数字 为 6 为 止 , 求 得 
G, =5, a =1., 得 I 
n = 153846, 
即 为 满足 条 件 (1)、(2) 的 最 小 的 自然 数 。 
2 ” 先 求 原 不 等 式 中 未 知 数 x 的 容许 值 集 .由 3 - x>0 
K x +10 得 
-1<x=<3, (1) 
原 不 等 式 变形 得 
2⁄3 x>2Vx+1+1, 
两 边 平 方 得 
4(3—x)>4(x+1)+1+4V Z+ l> 
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(因为 2vV 3 一 Xx 宇 0,2vVXx+t1+1 之 0 ,所 以 得 到 的 新 不 等 式 


与 原 不 等 式 等 价 ) 
即 7-8x>4V x+1, (2) 
在 这 里 ， ° A X + 1 之 0 3 
e 7—8x— 0, 
即 必 须 x<. (3) 


将 不 等 式 (2) 两 边 平方 ， 得 
49 + 64x? — 112X>16(x+1), 


(在 条 件 (1)、(3) 之 下 ， 所 得 不 等 式 与 原 不 等 式 等 价 ,) 
即 64x? — 128x + 33>o, 


x> 8+ 31 或 x 一 8 一 31 
8 8 
apiti >>, 不 满足 必要 条 件 (3) ， 所 以 x> 
EVOL 不 是 原 不 等 式 的 解 ， 


对 于 x<8 二 31， 同时 考虑 x 的 容许 值 集 (1) ,可 得 原 
不 等 式 的 解 为 
_T<x<8-v31， 
8 


Es 解法 一 RAX Y 的 位 置 分 下 面 四 种 情况 来 考 
(H 4-1): 

© XXE AB tah YE RBC 上 ,并 有 AX=B'Y. 

作 正 方 体 的 中 截面 a (由 4A BB’ CC、 门口 ' paith 
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中 点 A. B..C,.D, 确定 的 平面 ), 并 作 AX La, Y Y. l e, Æ 
ERRIA Xo Yo CS E WE AB t B.C, t, HHE 
AXo = AX, BY = B'Y, WA 4, X; = BY.. 

这 时 ，X 了 的 中 点 2Z 必定 在 中 截面 < 上 , 并且 它 就 是 
Xo 了 的 中 点 。 于 是 ,线段 XY 的 中 点 的 轨 六 就 是 平面 "上 的 
线段 XX 的 中 点 的 轨迹 ,而 这 个 轨迹 就 是 线 眉 Z12;， 其 中 
Z, 是 A.B, PA, Z, 是 BC 的 中 点 。 | 





图 4-1 
© 当 X 在 BC 上 ,这 时 了 在 CC 上 ， 并 有 BX=C'y, 
这 时 X,Y 都 在 平面 BCC B’ E, B. XY / BC? 所 以 这 
些 XY 的 中 点 2Z 的 轨迹 是 对 角 线 CB 上 的 线段 ZC.. 
© 当 X 在 CD 上 上、 这 时 了 在 CB8 上 ,并 有 CX=CY。. 
这 时 工 了 都 在 平面 ABCD E, B. XY / BD, 所 以 这 些 
XY 的 中 点 了 的 轨迹 是 对 角 线 Cd4 EHR EB CZs (Z 是 正 
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方形 ABCD PHARRR). 

© 当 习 在 站 4 上 ,这 时 了 在 BE E, 并 有 DX = BY. 

这 时 与 中 相仿 ,可 得 XV 的 中 点 Z 的 轨迹 是 线段 ZZ. 

综 上 所 述 ， 所 求 线段 X Y 的 中 点 了 的 轨迹 是 封闭 折线 
2 Z.CZ,Z BE HZ Z, = Z,C = CZ, (都 等 于 正方 体 一 个 面 
正方形” 的 对 角 线 的 一 半 ) 及 Z Z, # EC (都 平行 于 A.C.) 
u. Z(Z,CZ, 是 一 个 萎 形 ， 因 此 可 以 说 ， 

所 求 XY 的 中 点 Z 的 轨迹 是 菱形 Z CZ. 

解法 二 (参看 图 4-1) ”以 正方 体 的 一 个 顶点 .4 为 原点 ， 
AB.AD. AA 分 别 为 Xx、y、2 加， 以 楼 长 为 度量 单位 ， 建 立 


直角 学 标 系 ,并 将 点 六 通过 ABCD A 的 时 间 的 士 取 作 时 间 


单位 。 

显然 ,如 果 一 点 也 作 等 速 直 线 运动 ,那么 点 也 的 各 坐标 都 
是 时 间 t 的 一 次 函数 ， 反 之 ， 如 果 一 点 己 的 各 坐标 都 是 时 间 
t 的 一 次 函数 ,那么 这 点 作 的 是 等 速 直线 运动 。 

根据 这 个 结论 ,并 利用 中 点 坐标 公式 ， 可 得 动 点 X.V 5 
Z 的 坐标 与 时 间 上 之 间 的 关系 ,如 下 页 表 所 示 。 

从 表 中 不 难得 到 : 当 上 += 0.1.2.3、4 时 ，, 动 点 Z 分 别 位 于 点 


2( 了 0， 二)、22(1, 二, 二 ). CO, 1, 0).Z (2,21, 0). 
2 (T, o, Z), 而 点 了 的 坐标 (x、y、z) 在 各 区 向 内 都 是 时 间 


t 的 一 次 函数 ,所 以 在 各 时 间 区 问 内 , 动 点 之 作 的 是 等 速 直线 
运动 ,分别 形成 线段 Z12,、Z.C、CZs、Zs21, 也 就 是 说 , 动 点 
Z BREEZE Z ,Z,CZ,Z,, 


d3 











| 0<t<1 | 1<t<2 2<1<3 | 3<t<4 
x | t 1 3 一 上 0 
y | 0 tf-1 1 4—1 
z | 0 0 0 | 0 
x | 1 | 1 1 
y 1 | 1 | 3 一 上 
l 
z | 1 | 2-1 0 1-3 
| 1 I | T T T I I 
| 1+# | 4 一 上 1 
< | 四 1 — 5 | 
~ | 2 | 3 | 2 
t i t | Art _ 生 一直 
> 2 l | 2 | 2 
z 1 l 2- | it-3 








Rp 
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题 4 cos*x+ cos*2x+ cos°3x=1, 


LS + cost2x + k: ss 


Cos2X + cos6X + 2cos? 2x = 0, 


= 1, 


2cos4xscos2x + 2cos? 2x = 0, 
2cos2x(cos4x .+ cos2x) = 0, 
Acosxcos2xcos3x = 0., 

^ cosX=0 或 cos2x=0 或 cos3x=0. 


H cosx = 0 得， x= ka + (k WER, 


由 cos2x=0 Ë, x= k. + ( k 为 整数 ); 
H ccs3x =0 得 ， = 有 Ck 为 整数 )。 


注意 , 由 cos3x = 0 得 到 的 一 组 解 x= keit Sop, 包含 


了 由 cosx = 0 得 到 的 一 组 解 x= ka + 本 ,事实 上 ,只 要 在 前 一 
s 


SH ARAJ2FKrh E = 3h' + 1(k' 是 整数 ) ,就 有 > Skt + = 


3R + "Tt Tt) 
Ge Dg tg 3 6 2 


于 是 得 原 方程 的 解 为 ， 


了 或 sakiti (及 为 整数 )。 


2 
5 ”四边形 ABCD 存在 内 切 圆 的 充分 必要 条 人 忻 是 
AD+ BC= AB+ CD (1) 

下 面 分 三 种 可 能 情况 来 讨论 。 





图 4-2 图 4-3 
G) 如 果 4B=BC. W (D 可知 AD=CD, 
即 万 点 在 AC 的 垂直 平分 线 上 , 即 在 过 互 点 的 一 条 直径 上 .所 
以 只 要 过 B 点 作 图 的 直径 ,直径 的 另 一 个 端点 就 是 所 求 作 的 
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DAE 4-2). 
© mE AB<BC, C) 式 可 写 为 
BC - AB=CD- AD 
假定 符合 要 求 的 万 点 已 作出 (图 4-3), E DC 上 截取 DE 
= AD, WE ` 
CE=CD- DE=CD- AD= BC- AB, 
BB S EL C ABDO, BC- AB AEA k, E 
另 一 方面 ,4.B3C 站 在 同一 圆周 R E, DAER 
ZADC+ ZABC = 180°, 
ZAF C =180 ° —- < AE D 


aono fane 1 no 1 4) 
= 180 (90 2 Z ADC) 90"+ 寺 一 4DC 
= 90° + L, (180° — Z ABC) 

= 180° — 1 ZABC, 


即 巨 点 在 线段 4C 上 圆周 角 等 于 180" -1-2 ABCH SEI b, 


ESEI b, 与 B8 点 分 布 在 AC 的 两 侧 )， 
据 此 可 得 作法 :以 C 为 圆心 .BC - AB 为 半径 作 圆 Ai 在 


线段 AC 上 作 圆周 角 等 于 180" ~ 专人 4BC WIEM b i; 设 


BL, BJE b, WETEN, A CE 并 延长 与 圆周 的 
交点 即 为 所 求 作 的 万 点 ， 
© 如 果 AB> 56C, 可 仿照 加 作出 。 
me ”证 法 一 如 图 4-4, 设 AA4BC 中 ,4B= AC, 0 是 
外 心 , 了 是 内 心 ,过 4 作 外 接 贺 OO 萌 直 径 AD, 交 BC 于 EE， 
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X] 4-4 图 4-5 


由 等 腰 三 角形 的 对 称 性 可 知 ， 一 B4 记 = ZDAC, IW AD 
上 。 
连结 BI. BD, W| ZBID= 一 B4D+ Z ABI, ZIBD= 
<DBC+ ZL18E, 困 为 <B4D= 一 D4C= ZDBC, < ABI= 
之 JBE, 所 以 ZBID= ZIBD, 从 而 DI= DB. 
在 直角 三 角形 ABD 中 ,有 DB: = DE.4D, 由 DI=DB， 
AD=2r,DE=DI- EJ=DI- Pp 可 得 
= DI?=2r.(DI- P), (1) 
x d=1QO=|DO-DI|=]r-DI], 
[ 当 LASGO 时 (图 4-4), d=r- DI, 当 24>60° 时 (图 
4-5),d = DI—r,.3 
= d =|r- DI)? =r? -2r DI+ DI, 
将 (1) 代 入 ， 得 
d? =r? — pr. DI+ 5. (DI — p) 
=r? —2rp=rl(r- 2P), 
—  d=yrr=2P). 
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证 法 二 ”如 图 4-6 ,连结 CI 交 AABC 的 外 接 贺 于 点 下 ， 
连结 BI BF, 因为 2<ABI= ZIBC, 人 FBA= ACF= 
ZICB, 而 ZFIB= ZIBC + =ICB, ZFBI= ZABI 
+ LFBA, M D) 

<FIB = ZFBI, 

^ FB= FI, 

连结 FO A ABC 的 外 接 圆 于 点 G ， 连 结 BG. E MEC 
与 AFBG 中 ,因为 ZIEC= ZFBG =90°, ZICE= ZFGB, 
所 以 AIECoAFBG， 从 而 

CI _ IE 





GF FB* 





图 4-6 图 4-7 
因为 GF= 2r, IE =p, FB=FI, W4 
CI FI=2rp. 
x CLFI =ALDI, 
而 Al. DI=(r+d)(r— d) 


[ 当 LABO 时 (图 4-6),AI=rtd,DI=+-d; 当 人 A>60° 
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WA 4- D, Al=r-d, DI=r+ d.) 

e (r+dyr-d)=2rpP 
得 d? =r? ~ rp, 

即 d= r(r-2P). 

È: RARER RR, 实际 上 这 个 结论 对 于 任意 
角形 都 是 成 立 的 ， 这 就 是 有 名 
的 尤 拉 公 式 ， 其 证 明 只 须 在 上 
述 证 明 的 基础 上 作 不 多 的 改变 
就 可 以 了 。 如 在 证 法 二 中 ， 车 
AABC 是 任意 三 角形 ， 如 图 
4-8 所 示 ， 同 样 可 得 CT FI= 
2rP, 然 后 连结 OI, 交 AABC 的 
外 接 图 于 和 了 两 点 ,显然 有 

CI FI= XI-YI, 
m XI=r+d,YI=r—d, 从 而 得 
(r+a)(r—d)=2rp, 
同样 得 d= r (r- 26). 

题 7 证 法 二 

(D 首先 指出 ， 由 于 各 四 面体 六 条 校 都 相 切 的 球 的 球 心 
到 四 面体 的 六 条 棱 的 距离 都 相等 ,因此 ,这 样 的 球 的 球 心 必定 
在 已 知 四 看 体 的 三 面 角 的 内 部 ， 即 在 四 面体 的 内 部 ,， 或 者 在 
四 面体 的 外 部 但 在 四 面体 的 某 一 三 面 角 的 内 部 ， 

既然 已 知 存在 五 个 与 四 面体 的 六 条 棱 ( 或 其 延长 线 ) 均 相 
切 的 球 ,那么 在 四 面体 每 一 个 三 面 角 内 部 都 有 两 个 球 的 球 心 ， 
而 这 样 的 两 个 球 与 四 面体 的 楼 或 其 延长 线 相 切 ， 一 个 球 的 妹 
心 在 四 面体 的 内 部 ， 这 个 球 切 四 面体 的 六 条 楼 于 内 点 ， 另 一 
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个 球 的 球 心 在 四 面体 的 外 部 ， 这 个 球 切 四 面体 的 三 条 被 于 内 
点 ， 而 切 另 三 条 棱 于 外 点 ( 即 延 长 线 上 的 点 ) 。 

设 O, 为 分 别 切 四 面体 SABC 六 条 楼 SA.SB.SC. AB, 
BC 与 C4 于 内 点 M.V、P、Q、 尽 与 下 的 球 的 球 心 ，O :为 
切 四 面体 $4BC 的 三 条 棱 SA, SB, SC PERRE M, 
N P ,而 与 另 三 条 棱 切 于 内 点 的 球 的 球 心 (图 4-9), 现在 首 
先 证 明 球 O , 和 O, 分 别 与 楼 AB. BC. C.A 相 切 于 相同 的 点 
Q,R.T, i 

因为 ， 球 OL 分别 切 
AB.BC.CA +. Q. R,T, 
WERO, 与 平面 ABCH 
交 成 的 小 圆 即 为 过 Q, R, 

了 的 圆 ， 显 然 这 个 圆 就 是 
AABC 的 内 切 圆 。 

EHM, RO, 与 平面 
ABC 所 交 成 的 小 图 ,也 是 
AABC RHAD m. KA 
AABC HADER A— 

: 个 ， 所 以 这 两 圆 就 是 同一 
R 4-9 个 圆 , 球 O, 与 4B、BC、 
CA 的 切 点 ， 也 就 是 AABC 的 内 切 图 与 和 AABC 的 三 边 的 切 
AQ. R.T, WARO 5 O, 的 交 线 也 就 是 AA4BC 的 内 切 
Hi. 

我 们 还 知道 , 自 球 外 一 点 引 球 的 切线 ,它们 的 长 都 是 相等 
的 ， 因 此 有 

SM= SN= SP， (1) 
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SM’ = SN = SP, (2) 
(2) 减 (1) 得 

MM = NN' = PP, 
X * AM = AQ = AM, 


AM = y MM . 


同 理 得 BN= 了 NM ,CP= 2-PP’ 


AM= BN= CP, (3) 
(1) 加 (3) 得 SM+ AM=SN+ BN=SP+CP, 
即 SA=SB=SC. | 
同 理 得 AS= AB= AC, 

BS= BA= BC, 

CS=CA=CB, 


SA=SB=SC= AB= AC = BC, 

Elit umt SABC 为 一 正四 面体 。 
(I 如 果 四 面体 SABC 为 正四 面体 ， 并 设 AL NPQ, 

R,T AIAR SA, SB,SC,AB,BC,CA 的 中 点 ， 那 么 容易 
知道 | 

MR = NT= PQ, f 
并 有 MR.NT. PQ 三 线段 交 于 一 点 01, 且 三 线段 均 被 O, 平 
分 ， 另外 还 有 | 5 ` 

MR | SA. MR | BC, NTISB., 

NT] AC. PQ SC. PQ JAB, . 
所 以 我 们 如 果 以 O, 为 球 心 ，O1 肛 为 半径 作 球 O,， 那 么 球 
O, 必 与 正四 面体 SABC 的 各 楼 相 切 于 它们 的 中 点 MN, P, 
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图 4-10 











SM _ SO, _ OM 
SM SO, O,M 
.. SN _ SM 
° SW “SM ? 
. SN _ SO, 
` SN SO, ! 


Am ONZO N, 


. ON _ SO, _ OM 
O, M” 
% ON=O.M, O,N LSB, 


… ON 





SO, 


Q, R, 7Z( 图 4-10)。 

其 次 ， 我 们 在 四 面体 
SABC 的 楼 SA. SB. SC 
的 延长 线 上 分 别 取 MY/、 
N P’, AM: = BN: = 


CP' = MA(= 3 四 面体 


楼 长 ) ,再 在 两 相交 直线 
SA, SO, 所 决定 的 平面 
上 ， 过 M’ WE SA 的 垂 线 
交 SO, 直线 于 0,， 那 么 
显然 有 


, 


* ON’=0O,M’, O,N' | SB. 
HE OP =O,M', OP LSC. 
再 连 0,Q, 我 们 来 证 明 OQLAB, B O,Q=O,M', 
W SO, ZF ABC TI, 那么， 容易 知道 了 是 正三 角 
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Jë ABC 的 外 心 ( 从 而 也 是 内 心 Eb), Wit IQ LAB, XH 
3 SQ LAB, MURE 

OQLAB. 
在 直角 三 角形 O, AM 5 O, AQ rh, 

AM = AQ, O, A 公共 ， 

Rt. AO: AM ' SƏRt. AO, AQ. 
从 而 O,Q=0,M'., 

HETE O,R I BC H O,R=0,N', Ñ 
O,T| AC H O,T=O,P/', 

O,M' =O,N’ =O,P’ =O,Q =0,R=0,T, 
3EHO,M' .ON .0O:P' .0O:Q.O:R.O:T 分 别 垂直 于 对 应 的 
四 面体 的 棱 , 所 以 如 果 以 Os HRD, OM 为 半径 作 球 O, , 
那么 球 O, 一 定 和 四 面体 的 六 条 校 (或 其 延长 线 ) SA. SB, 
SC.AB.BC.CA 分 别 切 于 点 M'.N'.P'.Q.R.T. 

完全 同样 地 我 们 可 以 在 正四 面体 SABC 的 另 外 三 个 三 
mifa A-SBC, B-SCA, C-SAB 内 作出 类 似 于 pR O, 的 球 
0:、0.、0s， 它 们 分 别 都 切 于 四 面体 的 六 条 枝 ( 或 枝 的 延长 
线 )， 

这 样 ,我 们 就 证 明了 正四 面体 必定 存在 五 个 球 ,这 五 个 球 
分 别 切 于 四 面体 的 各 楼 或 其 延长 线 ， 

EEC 设 球 Q 与 四 面体 S4BC 各 楼 所 在 的 直 线 都 相 
切 ， 这 时 球 @ 被 四 面体 的 每 一 个 面相 截 ， 截 线 为 对 应 三 角形 
的 内 切 加 或 傍 切 疾 。 同 时 ， 相 交 于 某 一 枝 的 两 个 面 上 的 两 个 
加 具有 一 个 公共 点 ， 这 个 点 就 是 球 与 该 酚 所 在 直线 的 切 点 ，。 

有 两 种 可 能 情况 ， 

O 球 的 每 一 切 点 都 在 核 的 内 部 。 这 时 ,各 面 上 截 得 的 圆 
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都 是 对 应 三 角形 的 内 切 圆 。 

球 只 必定 通过 A.ABC 的 内 切 圆 与 对 应 边 BC. CA, AB 
的 切 点 R、T.Q， 也 通过 ASAB 的 内 切 圆 与 边 SA 的 切 点 MM 
(参看 图 4-9)。 因 为 点 R.T. Q 不 在 一 直线 上 ,所 以 点 M 不 在 
平面 RTQ 上 。 由 于 过 不 共 面 的 四 点 RT.Q、M 可 以 作 一 个 
也 只 能 作 一 个 球 , 所 以 这 种 第 一 类 球 如 果 存 在 的 话 ,那么 至 多 
只 有 一 个 . 

D 球 的 切 点 中 至 少 有 一 个 在 棱 的 外 部 (在 楼 的 延长 线 
上 ) .为 确定 起 见 , 设 这 条 楼 是 954, R5 9S4 所 在 直线 的 切 
A M 在 S44 的 延长 线 上 点 4 的 外 侧 ( 即 点 4 在 S、.M’' 之 间 )， 
RR SA, SCR AC 相 切 的 圆 是 AS4C 的 人 馆 切 圆 ,该 回 与 
顶点 S 分 布 在 AC 的 两 侧 。 因 此 它 与 楼 4C 相 切 于 点 全， 与 
E SC 的 延长 线 相 切 于 点 P ,点 P” 在 点 C 的 外 侧 ( 即 点 C 在 
S.P' 之 间 ). ME, YE SAB 上 的 圆 与 棱 S.A 的 延长 线 相 切 
于 点 M ,与 枝 48B 相 切 于 某 一 点 QQ ， 与 棱 SB 的 延长 线 相 切 
PAN, EFH SBC 上 的 图 与 直线 SB. SC 相 切 于 点 N. 
P'， 且 与 楼 BC 相 切 于 某 一 点 玉 。 因 此 ， 这 个 第 二 类 球 与 面 
AABC 上 的 三 条 楼 相 切 ,而 与 楼 34、 SB. SC 的 延长 线 相 切 ， 
同时 切 点 分 别 位 于 点 4.8.C 的 外 侧 ( 即 A.B. C 位 于 对 应 的 
切 点 与 点 S 之 间 )， 

与 中 相仿 ,我 们 可 以 证 明 ， 象 这 种 与 一 个 面 AABC 的 各 
校 相 切 ， 而 与 其 余 各 楼 的 延长 线 相 切 的 球 至 多 只 有 一 个 。 因 
此 ,第 二 类 的 球 的 总 数 至 多 只 有 四 个 ， 

(D 设 所 有 这 五 个 球 都 存在 ， 我 们 要 证 明 四 面体 S4BC 
是 正四 面体 ， 

设 四 面体 SAPC 的 各 楼 长 分 别 为 ， 
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SA=a, SB=b, SC =c, 
BC=a’, AC=b', AB=¢', 

设 MM.N.P、R、7T、.Q 是 第 一 类 球 的 切 点 ， 则 有 SM= 
SN= SP, AM= AT= AQ, BN= BR= BQ, CP=CR=CT, 
又 因 AM+ SM=SA，BR+CR= BC 等 等 。 可 得 

at+a’ =b+b' =c+cf* (1) 
考察 与 面 A ABC 相对 应 的 第 二 类 的 球 ， 有 SM’ -AM 
=SA, BR+ RC= BC, SN’- BN’=SB, AT+TC= AC, 
SP' -CP' =SC, AQ+QB= AB, 可 得 
a-a’ =b—b’=c~e’ (2) 
HD, (DTA 
a=b=c, ad =b'=c”', 

如 果 再 考察 对 应 于 面 $4B 的 第 二 类 的 球 ,用 同样 的 方法 
可 得 c’ =a=6b， 

因此 就 证 明了 a=6=c=a’ =b =c, Ri SABC 
是 正四 面体 。 - 

(D 我 们 再 来 证 明 ， 正四 面体 必定 存在 五 个 这 样 的 球 。 

设 点 O, 是 正四 面体 SABC 的 中 心 ,以 O, 为 球 心 ,通过 
某 一 棱 中 点 的 球 8@ 必 定 通 过 其 余 五 条 校 的 中 点 ， 并 且 与 各 楼 
均 相 切 。 再 以 点 5 为 位 似 中 心 ,相似 系数 为 3 作 位 似 变 换 , 将 
这 个 球 只 变 为 球 局 1, 它 必定 与 各 校 所 在 的 直线 均 相 切 , 它 是 
一 个 第 二 类 的 球 ,以 正四 面体 的 每 一 个 顶点 为 位 似 中心 , 作 这 
样 的 位 似 变 换 , 便 可 作出 四 个 第 二 类 的 球 ， 
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第 五 届 


第 五 届 国 际 数学 奥林匹克 二 一 九 六 三 年 七 月 五 日 至 十 三 
日 在 波兰 举行 ， 参加 的 国家 有 : 保加利亚 ， 人 匈牙利 ， 德 意志 
民主 共和 国 ,波兰 ,罗马 尼 亚 ,苏联 , 征 克 斯 洛 伐 克 ， 南 斯拉夫， 


3 赛 题 


题 1 RHE x p +2v x: 一 1 =x 的 全 部 实数 根 ， 
其 中 心 为 实 参数 。 
(捷克 斯 洛 伐 克 ， 6 分) 
E? 在 空间 求 直角 顶点 的 轨迹 ， 此 直角 的 一 边 通 过 已 
知 点 和 4， 另 一 边 与 已 知 线 段 BC 至 少 有 一 ' 个 公共 点 。 


《苏联 ，7 分 ) 

SS 已 知 凸 ? 边 形 的 各 角 都 相等 ， 并 且 顺 次 各 边 满 足 
FR: a,Za,Z2Zza,2Zz---Z2a, RIE G, =a, = 0; =n =a. 
(向 牙 利 ，7 分 ) 


是 4 解 方程 组 
Xs +X, = YX 
X, +X, = yX, 
x, +X, = yx, 
X, FX, = yx, 


名 4 十 XI 二 JJX5e 
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其 中 是 参数 ， 
《苏联 ，6 分 ) 








、 T 2T 3m 1 
H t 一 一 一 十 二 -—— 
题 5 证 明 ， cos Cos- cos 7’ 


(德意志 民主 共和 国 ， 6 分 ) 

E6 五 个 学 生 A4、B.C.D,E 参加 某 一 项 比赛 , B. Z 
两 人 在 猜测 比赛 的 结果 . 甲 猜想 的 名 次 顺序 为 4.8、C、D,E， 
结果 没有 猜 中 任何 一 个 学 生 的 名 次 ， 也 没有 猜 中 任何 一 对 学 
生 的 名 次 是 相 邻 的 (所 谓 一 对 学 生 的 名 次 是 相 邻 的 ,是 指 其 中 
一 个 的 名 次 紧 接 着 另 一 个 的 名 次 ); 乙 猜 想 的 名 次 顺序 为 D、 
A、E.C、B, 结 果 猜 中 了 两 个 学 生 的 名 次 ,并 且 猜 中 了 两 对 学 
生 的 名 次 是 相 邻 的 . 问 比赛 的 实际 结果 是 怎样 的 ? 

《出 牙 利 ， 8 分 ) 


题 解 
题 ] wxi-p +2w xi-1 =x, (1) 
移 项 ， 得 Vx:—p =x—2V x? —1 多 


两 边 平方 ,得 x: - p= x`+4(x2-1)—- 44V xX] ， 

移 项 ， 得 4x/x2-1 =4(X2 ~1)+p, 

两 边 平方 ,得 16x?*(x? 一 1) =16(x? 一 1)*+p*+8p (2-1), 

整理 后 得 8(2-p)x2 = (p- 4)2, (2) 
#p=2, fH 8(2-p)=0,fü (4-p) = 4, HEDRE, 

即 原 方程 无 解 I 
车 p>2， 则 对 于 任意 实数 x, A 8(2— p)x*=<0, mH- 

4) :之 0， 故 要 使 方程 (2) 有 人 解 , A p= 48, BB x= 0 成立， 
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但 %*=0 代入 原 方程 (1) ,其 左边 没有 意义 , 故 x=0 不 是 原 方 
程 的 解 。 因 此 , 当 少 >2 时 ， 原 方程 无 解 。 
若 p 达 2， 由 方程 (2) 得 





而 由 方程 (1) 可 知 ， 必 有 x>, Wri 


_ 4-b _ 
x” 2202 p) ` (3) 
由 于 上 面 由 (1) 变 形 到 (2) 时 ,方程 两 边 平方 ,可 能 产生 增 
根 , 为 此 ， 必 须 将 (3) 代 入 原 方程 (1) 检 验 ,将 (3) 代 入 (1)， 得 





l3p-4| , 2Ip| -~ 4-p , 
2 2(2 一 户 ) 2 2(2— p) 2 2(2—p) 
Ej |3p-4| +2 p|=4-p. (4) 


34 p<0 时 ，(4) 为 
(4—3p)- 2b= 4 —Db 
4 一 5 力 =4 一 力 ， 
即 p=0, 
所 以 当 上 pb 过 0 时 ， 等 式 (4) 不 可 能 成 立 ,因此 (3) 不 是 原 方程 的 
解 , 即 诛 方程 无 解 ; 
当 0 < p< Bi, (ORRA 


(4-3p)}+2p=4-p 
显然 是 成 立 的 ， 即 这 时 (3) 是 原 方程 的 解 。 


4 < p <2 时 , (4) 式 成 为 


(3p-4)+ 2p = 4— p, 
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- 4 
BP P= y 


但 和 <p <2, 显 然 (4) 不 可 能 成 立 ， 所 以 这 时 (3) 不 是 原 方 各 


的 解 , 即 这 时 原 方程 无 解 。 
综 上 所 述 ， 得 ， 


当 p<0 或 pb> 人 时， 原 方程 无 解 ， 


当 0< p<< 伍 时 , 原 方程 有 了 唯一 解 ， 


x= 4-p _ 

- 2v 2(2-p) ` 

题 2 先 求 平面 ABC 上 符合 条 件 的 点 的 轨迹 . f 

若 .4 点 不 在 直线 BC E (图 5-1), 分 别 以 线段 AD. AC 
为 直径 作风 @O , 与 ®@O;, 则 所 求 的 轨迹 是 这 两 圆 的 内 部 区 
域 (包括 边界 在 内 ) 除 去 两 圆 公共 部 分 后 所 得 的 点 集 。 如 果 用 
K. K, 分 别 表 示 两 圆 的 内 部 区 域 (不 包括 边界 )， 用 K. K, 
分 别 表示 两 图 的 内 部 区 域 ( 包 括 边界 在 内 )， 现 所 求 的 轨迹 可 
UERACR UK, (K YK). 下面 我 们 来 证 明 这 个 结论 , 

设 1 为 过 4 点 的 任意 一 条 直线 ， 作 线 眉 BC 在 ! 上 的 正 
射影 B,C1 (E 5-2). BR, RB: B,C, 上 的 任 一 点 符合 条 件 
《 即 可 以 作为 符合 题 给 条 忻 的 直角 顶点 )， 而 在 直线 | 上 位 于 
线段 B,C1 外 的 任 一 点 都 不 符合 条 件 。 

因为 @O, 与 @O, 分 别 是 以 AB、AC 为 直径 的 图 ,它们 
就 是 通过 A.B 或 通过 4 C 的 直角 顶点 的 轨迹 ， 所 以 当 直 线 
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B 5-1 


1 绕 4 点 旋转 时 , 点 B81、Ci 相 应 地 就 画 出 了 01 与 @®0，， 
当 直 线 | 与 两 贺 之 一 相 切 时 ,B, 或 C, 就 与 4 点 重合 ; 当 直 线 
i 与 两 圆 都 不 相 切 ( 即 均 相交 ) 时 ，B1、 C, 就 分 别 是 直线 ! 和 
@0,.@0, 的 另 一 个 交点 。 

HEREKE UKD ~K NK) 内 的 任 一 点 符合 条 
件 。 设 PP 是 这 个 区 域内 的 任 一 点 ， 那 么 它 或 者 属于 K 而 不 
属于 天, (PEK ~K), 或 者 属于 KK, 而 不 属于 KK p 
PEK,~K,), 如 果 PEEK ~K, ,过 P. 4 两 点 作 直 线 I ;与 
O01、@O: 必 相 交 , 设 另 一 交点 分 别 为 B,Ci, 这 时 呈 点 必定 
在 4、B, 两 点 之 间 , 而 C ERR AP E 5-3) 或 在 APH 
KARRE 5-4)。 总 之 ; PALEE B 55 C, 23, Bp 
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在 线段 B.G, 上 ,所 以 P 点 符合 条 件 。 如 果 PEFK ,~ 人 |， 同样 
可 证 P 点 符合 条 件 . 

HERK, UED ~K NK) 外 部 的 任 一 点 不 符合 
条 件 。 设 P 是 区 域外 部 的 任 一 点 ,那么 它 或 者 在 两 贺 的 外 部 ， 
或 者 在 两 圆 的 公共 部 分 。 

WRAP EAA K .到 ,的 外 部 (图 5-5), 过 A.P BISA 
的 直线 1 分 别 与 两 圆周 相交 于 另 一 点 B,. C:， 这 时 截 得 的 线 
B PCR PB) 必定 大 于 BC MP RERE BC Zh A 
此 己 点 不 符合 条 件 ; 

如 果 点 已 在 两 圆 的 公共 部 分 , 即 已 E 天 :站 乓 (图 5-6) ,过 
4. 号 作 直 线 1 ,显然 ,线段 AB. 是 1 5 K, 的 交 线 ,线段 AC, 
是 1 5 K, 的 交 线 ， 而 4P 在 线段 AB, 5 AC, 的 公共 部 分 
E CERB BC 外 ,所 以 已 点 不 符合 条 件 ， 





图 5-5 图 5-6 


这 样 ， 我 们 证 明了 在 区 R (TK I U K.) (K, Y K,) Ps BJ EE 
一 点 符合 条 件 ， 而 这 个 区 域外 的 任 一 点 不 符合 条 件 ， 这 就 是 
i, (KUK, (K, 1 K,) Br RE AMARRA. 

若 4 点 在 直线 BC 上 ， 它 可 以 看 作 上 述 一 般 情 况 的 极 跟 
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图 5-8 图 5-9 
AE, MRAR UKD) ~K NKE 5-7, 5-8, 
5-9). 

在 空间 ， 所 求 直 角 顶 点 的 轨迹 是 由 上 述 平面 4BC 上 的 
轨迹 绕 两 圆 的 连 心 线 O O, 旋转 所 得 到 的 区 域 , BB DI AB. 
AC 为 直径 的 两 个 球 的 内 部 (包括 边界 面 在 内 ) 除去 两 球 公共 
部 分 的 所 有 点 的 集合 ， 

题 3 当 1 为 奇数 时 , 没 #=2k+ 1( h IER), 在 上 
n AE AA An HIE a 55 a, 两边 的 夹 角 < A, 的 平分 线 
AB, Z Ay. AL. FABE 5-10). HFEA n WEHR 
第 都 相等 ,所 以 有 1B1LArr1Ar+43, 因 此 折线 A.A... A. t 
折线 ArAn e dps 在 这 条 角 平 分 线 上 的 射影 相 等 (都 等 于 
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及 1B). 另 一 方面 ， 由 于 +# 边 形 
是 凸 的 ， 所 以 上 述 两 折线 在 角 
平分 线 上 的 射影 分 别 等 于 折线 
各 妖 射 影 的 和 . 又 因 A.A; 与 
A,A... A.A, 5 Arnts 
一 般 地 AA... 与 Anita 
A,.-: +, CSO AR F 
分 线 组 成 等 角 ， 并 由 aa, 
Sa, e Za, M, AA... 
KE ESA sAn hi A = 5-10 
影 (i 夺 Rk)。 由 此 可 见 , 如 果 在 41 之 as 宇 Qs 之 … 之 a 中 至 少 有 
一 个 是 严格 的 不 等 式 ( 即 不 相等 )， 那 么 对 应 的 射影 也 就 有 严 
格 的 不 等 式 . 这 样 ， 折 线 A.A... Ar 的 射影 就 要 大 于 折线 
44n…-4ars 的 射影 ， 与 前 面 推出 的 “射影 相等 ” 这 个 结论 所 
慎 ， 所 以 得 a,=a, =a, == = 

当 季 为 偶数 时 ， 设 == 2k, REW A.A, san CE ip 
ArAr i 垂直 ) ,然后 可 仿照 上 面 类 似 地 加 以 证 明 ， 





Ak+i B Aks: 


题 4 Xs tX 三 yX1 (1) 
X; + X; = yx, . (2) 
X, +X, = yx, (3) 
X, +X, = yx, (4) 
X, +X, = yx; (5) 


显然 ,对 于 任意 的 y 值 ，xi = Xx, =x,=X,=x*。=0 是 方 
程 的 一 组 解 。 下 面 我 们 再 求 “ 非 平凡 解 ”( 即 至 少 有 一 个 和 = 
0, 1=1,2,..,5,.) 

出 (1)、(5) 分 别 得 
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X, =yX — Xs, (6) 


Xi = YX — Xie (7) 
而 由 (2)、(4) 分 别 得 
Xy = YX — Xs (8) 
Xg = YX XS, 《9) 
将 (6)、(7) 分 别 代 入 (8)(9)， 得 
x, = (y°—1)X 2 YXs, (10) 
Xa = (y2—- 15, XX). (11) 
ee (2 —-1)x, -yxs = (y2—1)Xs— Xi 
即 (2+ y—-1) (X  —x,) = 0, (12) 
Fy? +y- 1=0, 48 
X-X% = 0 
即 X= Kye 


类 人 地， 只 要 循环 地 变换 方程 的 编号 与 未 知 数 的 足 码 ,可 得 
Xi1=%a=Xs=2%4=xX。 当 2% 0 时 ,代入 原 方 程 组 中 任何 一 
企 方 程 ,可 得 y=2。 不 难 检验 , 当 y=2 时 ,xi=xs=xas=Y 
=x) 是 原 方程 组 的 “ 非 平凡 解 .” 而 当 y: + y — 1=80, y= 
2 时 ， 原 方程 组 只 有 平凡 解 ， Xi1=X,=Xs=X,= X=0; 
车 y+y-1=0, 即 y*~1= 一 >y， 代 入 方程 (10) 或 (11) 
可 得 同样 的 方程 : 
Xs= — y(x +Xs) (13) 
这 时 ， 方 程 (6) (7)、(13) 就 等 价 于 方程 (1)、(2)、(4)、 
(5)。 并 且 我 们 还 可 以 证 明 ， 方程 (6)、(7)、(13) 的 任 一 组 解 
必定 满足 (3), 事 实 上 ， 由 (6)、(7) 得 
X,+xX,=(y—1)(X,+Xx,), 
而 由 (13) 得 yxs= 一 y?*(x1 F X.) 
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由 于 y*+y-1=0 即 y-1= -y*, WA 
X,+X,= yxs. 


Mit, 4 y?+y-1=0, 即 y= 一 5- 时 , 原 方程 组 


等 价 于 三 个 方程 (6)、(7)、(13)， 我 们 可 以 任意 取 xi, x; 的 
值 ， 再 由 (6) 确 定 x MOME x,, 由 (13) 确 定 Xs. 
总 之 ， 原 方程 组 的 解 为 ， 


Oï sælt 5 ,ye 时 ， 只 有 平凡 解 : 


X =X, =X; =X, =X5=0; 
@ 当 y=2 时 ， XI=X,= Xs =% =X;=k, h 可 取 任 意 
f; | 


@ 当 y= 二 5 时 ,可 任意 取 xi xs 的 值 , 则 x, = 








XX 5 — X s X, = yG aX ax = yx = xA, 
2 元 3r 
题 5 cos - cos + cos 
7 7 





2 2( x _ 2m + 3 ) 
cos, cos cos 7 cos 7 一 f 





T 
2 cosi 


14 7 14 


= 
2 cos; 


2 cos cos% 2cos E cos-2% +2c0sT cos 3 
cos cos coS7 CoS 7 Co511 COS 7 
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Ee 。 显然, 如果 在 一 对 相 邻 名 次 的 学 生 中 ,有 一 个 的 名 
次 是 正确 的 ， 那 么 另 一 个 的 名 次 也 必定 是 正确 的 。 分 析 乙 儿 
想 的 名 次 顺序 ，D、4、E,C.B8, 有 如 下 两 方面 的 结论 ， 

第 一 ,他 猜 中 的 两 对 相 邻 名 次 的 学 生 中 ,必定 有 一 对 的 名 
次 也 是 正确 的 .因为 如 若 不 然 ， 被 他 猜 中 名 次 的 两 个 学 生 中 ， 
至 少 有 一 个 属于 猜 中 相 邻 名 次 中 的 某 一 对 ， 这 一 对 的 另 一 个 
学 生 的 名 次 也 将 是 正确 的 ， 这 样 乙 至 少 要 猜 中 三 个 学 生 的 名 
次 ,与 题 给 的 条 件 不 符 。 

第 二 ， 这 一 对 猜 中 名 次 的 学 生 只 可 能 位 于 边缘 ( 即 第 一 
二 名 或 第 四 、 五 名 )。 因 为 如 若 不 然 , 即 这 一 对 名 次 位 于 中 间 
(第 二 、 三 名 或 第 三 .四 名 )， 那 么 另 一 对 猜 中 的 相 邻 名 次 只 有 
唯一 的 可 能 (第 四 、 五 名 或 第 一 、 二 名) ， 从 而 另 一 对 学 生 的 名 
次 也 是 正确 的 ， 这 也 与 题 给 的 条 件 不 符 . 

因此 ， 乙 的 猜想 只 有 下 列 四 种 可 能 ， 

®© DAECB; © DAECB, © DAE0B, ® DAE0B. 
(这 里 字母 上 面 一 划 表 示 名 次 是 正确 的 ,字母 下 面 一 划 表 示 相 
邻 的 名 次 是 正确 的 。) 

下 面 我 们 分 曾 对 这 四 种 可 能 情况 ， 对 乃 甲 的 猜想 子 以 检 
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查分 析 , 找 出 比赛 的 实际 结果 。 

@ DAECB,B 不 可 能 在 最 后 (否则 成 为 乙 全 部 猜 中 ), 而 
应 在 第 三 名 ， 即 只 可 能 有 DAXBEC。 但 这 时 A. B 两 学 生 的 
名 次 是 相 邻 的 ， 与 甲 “ 没 有 猜 中 任何 一 对 学 生 的 名 次 是 相信 
的 ”不符 ， 因 此 ,这 是 不 可 能 的 

© DZECB， 和 一 样 , EE 不 可 能 在 第 三 名 ， 即 只 可 能 
有 ACBE. 而 这 时 学 生 C 为 第 三 名 ,与 甲 “没有 猜 中 任何 一 
个 学 生 的 名 次 ”不符 ， 所 以 这 也 是 不 可 能 的 ; 

© D4E05， 同 理 E 不 可 能 在 第 三 名 ， 即 只 可 能 有 
D408B, 与 甲 的 猜想 的 名 次 顺序 相对 照 ,完全 符合 题 给 的 条 
件 ， 所 以 实际 比赛 的 结果 可 能 为 ED4CB; 

© DAEOB, 同 理 DD 不 可 能 在 第 一 名 , 即 只 可 能 AED 
06, 这 时 学 生 .4 为 第 一 名 ,也 与 甲 “没有 猜 中 任何 一 个 学 生 的 
名 次 ?不 符 , 所 以 这 也 是 不 可 能 的 ， 

综 上 所 述 ,比赛 的 实际 结果 ,五 个 学 生 的 名 次 顺序 为 

E, D, A, C, B. 
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第 六 FB 


第 六 届 国 际 数学 奥林匹克 于 一 九 六 四 年 六 月 三 十 日 至 七 
月 十 日 在 苏联 举行 ,参加 的 国家 有 ， 保 加 利 亚 ,匈牙利 ， 德 意 
志 民 主 共 和 国 ， 波 兰 ， 罗 马 尼 亚 ,苏联 , 捷克 斯 洛 伐 克 ，, 南 斯 
拉夫 ,蒙古 。 


El (D 求 能 使 -1 被 7 整除 的 所 有 正 整 数 m , 
(I) 证 硼 ， 对 于 任意 正 整数 n，2"+1 不 能 被 7 
ERR. 
(捷克 斯 洛 伐 克 ，7 分 ) 
题 2 设 a.b\c 为 某 一 三 角形 三 条 边 的 长 ,求证 ， 
a2(b+ce—a)+b%(c+a-b)+ez(a+b-c)=<3 abc, 
(向 牙 利 ，7 分 ) 
E3 EAKA a, b, c 的 三 角形 ABC 内 作 内 切 圆 ,并 
作 此 图 的 三 条 切线 ,它们 分 别 平行 于 已 知 三 角形 的 三 边 . 这 三 
条 切线 与 已 知 三 角形 相 截 ,得 三 个 三 角形 ,再 分 别 作 这 三 个 三 
角形 的 内 切 圆 , 求 所 作出 的 四 个 图 的 面积 之 和 。 
(南斯拉夫 ,6 分 ) 
题 4 有 17 位 科学 家 ,其 中 每 一 位 和 其 他 各 位 科学 家 都 
通信 ,在 他 们 的 通信 中 只 谈 及 三 个 问题 ,而 每 一 对 科学 家 之 间 
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通信 只 谈 及 一 个 问题 。 证 明 : 至 少 有 3 位 科学 家 ， 他 们 之 间 
互相 通信 所 谈 的 是 同一 个 问题 . 
CIFF, 62) 

题 5 平面 上 有 五 个 已 知 点 ,在 连结 这 些 点 的 直线 中 , 任 
两 条 都 不 平行 .都 不 垂直 ,都 不 重合 ， 从 每 一 点 向 其 余 四 点 两 
两 连结 折 得 的 各 直线 作 垂 线 , 问 这 些 垂 线 的 交点 (不 包括 已 知 
的 五 点 ) 最 多 有 几 个 ? 

(FARE, 72) 

mse 已 知 一 个 四 面体 ABCD, EAMA D 5; kA 
AABC 的 重心 D., 过 AABC 的 各 顶点 作 DD, 的 平行 线 ， 
分 别 与 对 面相 交 于 A nB nC 点 。 证明: 四 面体 ABCD 体 
积 的 三 倍 等 于 四 面体 4,B8.C1D, 的 体积 ,如 果 点 DD EA ABC 
内 的 任 一 点 ,绪论 是 否 成 立 ? 

(波兰 ，9 分 ) 


题 解 


题 1 (D 如 果 ” 是 3 的 倍数 , 设 *= 3k k AERD), A 
2 一 1=28x 一 1=8x 一 1 
= (8—1)(8"1+8* -2+...+1) 
能 被 7 整除. 
如 果 "不 是 3 的 倍数 ， 则 有 两 种 可 能 : n=3k+1 R n= 
3k+ 2(R 为 非 负 整数 ) 
`W4n=3k+1B, 
2°—1=2t1— 1=2:2%—1 
=2.8*—-1=2.(7+1)*~-1, 
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由 于 (7+1)* 被 7 除 的 余数 为 1 ， 所 以 2.(7+1) 被 7 除 的 
余数 为 2 2.(7+1)" -1 被 7 除 的 余数 为 1 。 这 就 是 说 , 当 
n=3kR+1 时 ,2" 一 1 不 能 被 ? EER. 
%4 n=3k+2 时， 
2"—1=25°F12 —]=4.8"-1=4(7+1)*-1, 
同 理 可 得 , 它 被 7 除 的 余数 为 3 ， 因 此 这 时 2" - 1 也 不 能 被 
7 整除 。 
由 此 可 见 , 当 且 仅 当 * 是 3 的 整数 售 时 , 2" -1 能 被 7 W 
Ez. 
(I H<(D TW 3,34 n=3k,n=3k+1,n=3k+2 BP, 2" 被 
7 除 的 余数 分 别 为 1，2，4， 所 以 2"+1 被 7 除 的 余数 分 别 
为 2, 3， 5。 由 此 可 见 , 不 论 " 是 怎样 的 正 整 数 ,2" + 1 总 不 能 
被 7 整除， 
题 2 对 于 任意 实数 a、b5、c， 有 
(a—b)>2220, (b-—-c)22z0, (c —a)*Z0, 
XW8 a... c 是 某 一 三 角形 三 边 之 长 ， 所 以 有 
b+c-a>0, cta-b>0, a+b—c>0, 
从 而 可 得 
(b-—c)2(b+c-a)>20, (c-a)*(c+a-b)20, 
(a-b)2(a+b-c)>0, 
将 这 三 个 不 等 式 两 边 分 别 相 加 ， 得 
(b-c)2(b+c—-a)+(c-a)y2t(c+a-b 
+(a-b>x*(a+b-c)20, 


pp 6abc ~ 2a? (b +c ~a) -— 2b? (a+c-—b) 
—2c*t(a+5b-c)>0, 
得 at(b+c-a)+b*(a+c-b)+ct(a+b-c)=<3 abe, 
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图 6-1 


题 3 如 图 6-1, @O E. AABC 的 内 切 圆 , AA: BBa 
CC: 是 OO 的 三 条 切线 , A14: / BC,B1B, f CA,C,C, / 
A445B, 它 们 与 AABC 截 得 三 个 新 三 角形 :AAA4,4,、ABB1B,、 
ACCIC:， 其 内 切 贺 分别 为 ©@O1、@0,、@0,。 设 0 及 
GO 00:00; 的 半径 分 别 为 mr、 ri. rs。 

A.ABC HAHA OO 的 面积 为 


S 
S =ar}, r= . 


其 中 patite, S sano = Vp- a)Xb —b)(p— c). 
由 于 A444 ABB,B:, ACC,.C, 与 A4BC 位 似 , 所 


以 它们 的 内 切 贺 @O .@O, . @O, 位 似 于 AA4BC Kpy t 
(0O, 于 是 有 


rh rh: fa _ hs 
7 h’ r h,’ r h. 
R Phe hahe 分 别 是 AABC 各 边 上 的 高 ,hh1,hs、hs 分 别 是 
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AAA, A: ABB, B, ACCC, H y| yh ashosho 平行 的 高 。 
平行 线 A A: 5 BC. B.B, CA, CC, 5 AB 之 间 
的 距离 都 等 于 2r, WE 
hi =h, 一 27， h =h,— 2r, hs=h. — 2r, 











— 2S aare = .25 sane, 25 sare 
而 ho, h,= Saane, p, = Sans, 
。 ni ha- 2r =1- 2r 
`° r ha ha ` 
r. = 一 27 = S aare _ 2aS*, ano 
l ha P 2p* Sano 
_ SAanc'(p-a) 
. T pš ° 
同 理 可 得 
— S aaro’ (b — b) i _ S aaro (b — c) 
r; = š s 73 二 pš ° 








P b 
因此 ， 四 个 内 切 贺 的 面积 之 和 为 : 


S+S + S, + S, = mr? + mær? + r + Ar? 





z| S? aarc + S “4nc"( 由 一 0) 





b° b 
+ S’ saget (p-b)? 4 S aano (p c) J 
p* p* 
=T aano Cp? + (p-a)? + (p-b)°+ (p —c)°] 
Tplp- Pp-b pe) 





>: "(p*+ p° — 2ab 
+a? +p? -2bp+b?+p°-2cp+c?) 
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_a(p-a)(p-b)(p-c) 
. p° 
_m(b+c-a)X(a+c=b)(a+b-c)(a*+bš*+ce*) 
(a+b+c)š °. 

Mi 先 考察 某 一 位 科学 家 , 用 a 表示 , 他 与 其 余 16 位 
科学 家 通信 ， 由 于 总 共 只 谈 及 三 个 问题 ， 记 以 可 以 断定 他 至 
少 要 与 其 中 6 位 科学 家 通信 中 谈 的 是 同一 个 问题 ,这 是 国 为 ， 

不 然 ， 丽 与 通信 谈 任 何 一 何 是 的 科学 家 至 多 只 有 5 
位 ， 那 么 谈 三 个 问题 科学 家 a 至 多 只 可 能 与 15 位 科学 家 通 
信 ,这 与 假设 和 矛盾。 不 妨 设 4 与 6 位 科学 家 b i.b,.b .b..bs. 
bs 通信 ， 谈 及 的 是 同一 个 问题 4 。 

这 时 , 在 这 6 位 科学 家 b,(i= 1,2,… ,6) 之 间 相互 通信 ， 
有 下 列 两 种 可 能 ， 

O 如 果 其 中 至 少 有 2 位 , RRA bi, bas 他 们 之 间 通 
信也 谈 及 这 个 问题 -4 ,这 样 , ab, b: 这 3 位 科学 家 之 间 互 相 
通信 所 谈 及 的 是 同一 个 问题 4 ,结论 成 立 ; 

@ 如 果 其 中 任 2 位 科学 家 之 间 通 信和 都 不 谈 及 问题 4 , 即 
这 6 位 科学 家 之 间 彼 此 通信 只 能 谈 其 余 的 两 个 问题 。 与 前 面 
的 讨论 相仿 ,可 考察 其 中 的 某 一 位 , 设 为 61, 他 与 其 余 5 位 科 
学 家 通信 ,由 于 只 谈 及 两 个 问题 ,所 以 他 至 少 要 与 其 中 的 3 位 
通信 谈 的 是 同一 个 问题 ,不 妨 设 01 与 c1、c:、csLci(i=1,2， 
3) 是 6)(j=2,3,…， 6) 中 的 三 个 通信 谈 的 是 同一 个 问题 8 
(BAB7T A) 这 时 , 再 考察 c1、c;:、cs 之 间 相 互通 信 ， 又 
有 如 下 两 种 可 能 ， 

© WR cnc, ca 中 至 少 有 2 位 ,不 妨 设 为 c:、c。， 他 
们 之 闻 通 信也 谈 及 问题 了 ,这样 ,b,、c1、c: 这 3 位 科学 家 之 间 
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e (4p2— 4p2 +a? + b2 +c?) 





互相 通信 所 谈 及 的 是 局 一 个 问题 B ,结论 成 立 ， 

D mMc, Ca, Ca 中 任 意 2 位 之 间 通 信 都 不 谈 及 问题 
了 ,并 且 已 知 他 们 通信 也 不 谈 及 4 ,于 是 这 3 位 科学 家 通信 和 只 
能 谈 第 三 个 问题 C ,这 样 , ct c. .cs 3 位 科学 家 互相 通信 所 
谈 及 的 是 同一 个 问题 C ,结论 成 立 。 

由 此 可 见 , 不 管 什么 情况 ,我 们 都 能 找到 互相 通信 谈 同一 
个 问题 的 3 位 科学 家 ， 命 题 得 证 、 

题 5 从 某 一 已 知 点 向 其 余 四 点 两 两 连结 所 得 的 直线 作 
垂 线 ， 由 于 四 点 中 每 两 点 连 线 有 Cs = 6( 条 )， 所 以 从 某 一 已 
知 点 向 这 些 直 线 作 重 线 共有 6 条 ,五 个 点 总 共 可 作 5x 6=30 
RER. 

这 30 条 垂 线 , 如 果 两 两 相交 于 不 同 的 点 , 则 “交点 ”的 个 
数 有 Cio=435《〈 个 ) 。 f 
但 是 ,这 些 垂 线 中 有 些 是 不 相交 (平行 ) 的 ,有 些 是 相交 于 同一 
点 其 至 交 于 已 知 点 的 ， 对 于 这 些 情况 应 从 上 面 的 “个 数 ” 中 除 
去 。 | 

对 于 连结 任意 两 点 的 一 条 直线 ， 其 余 三 点 向 这 条 直线 所 
作 的 三 条 垂 线 互相 平行 ,它们 两 两 的 交点 不 存在 ， 所 以 对 每 
条 这 样 的 直线 ,上 面 多 计 入 的 “交点 ”有 C3=3( 个 ), 而 这 样 的 
直线 有 C3=10( 条 ), 所 以 总 共 应 除去 这 样 的 “交点 ” 

10x3=30 (个 ); 

五 个 已 知 点 中 任意 三 点 组 成 一 个 三 角形 ， 从 这 三 点 中 任 
意 一 点 向 其 他 两 点 连 线 记 作 的 三 条 垂 线 是 这 个 三 角形 的 三 条 
高 ， 它 们 实际 上 只 交 于 一 点 ， 所 以 对 每 一 个 三 角形 多 计 入 了 
(Ci 一 1) =3-1=2( 个 ) 交点 "， 而 这 样 的 三 角形 有 Ci= 10 
(个 ), 所 以 总 共 应 除去 这 样 的 “交点 ” 
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2x10=20 (个 ); . 
从 五 个 己 知 点 中 的 任意 一 点 作 其 余 四 点 两 两 连 线 的 垂 线 
有 Ci=6 条 ,这 六 条 垂 线 都 相交 于 这 个 已 知 点 ， 所 以 对 每 一 
个 已 知 点 来 说 , 上 面 多 计算 的 “交点 ?有 C3=15( 个 ), 五 个 已 
知 点 总 共 应 除去 这 样 的 “交点 ”( 重 合 于 已 知 点 》 
5x15=75 (Ñ). 
出 此 可 得 ,符合 题 设 要 求 的 这 些 垂 线 的 交点 ,最 多 有 
435—30 -20 —75=310 (+`). 
me 证 法 一 设 Ci 
D, E AABC 的 重心 ， 连 
结 BD, 并 延长 交 AC 于 
E (BJ 6-2), 则 点 是 AC 
的 中 点 ， 且 
BE:D E = 3:1, 
z E, Dı, D =E 
一 个 平面 . 因为 点 BE 
ED, 上 ， 所 以 它 在 平面 
ED ID E. XH BB. / 
DD,, 所 以 BB, 在 平面 
ED,D k. 图 6-2 
在 平面 ED, D 上 , 直线 BB, 与 直线 ED 必定 相交 ,其 交 
点 也 就 是 BBi 与 平面 ADC 的 交点 B81。 这 就 是 说 ，E、D，、 
B, 三 点 在 一 直线 上 ， 
在 AEDB H, H BB. 7 D, D 可 得 
BB. :DID=BE D E= 3:1, 
即 BB =3D, D, 
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同 理 可 得 
4.4 =3D,D，cc=3D,D， 
故 AA.= BB,= CO,=3D,D. 

XA AA, ZBB, ZCC, } D:D, 所 以 四 边 形 A. ABB... 
A: ACC... B,BCC, 都 是 平行 四 边 形 ， 从 而 平面 41B1C1Y 
平面 4BC ,并且 

A.B, = AB, B,C,= BC, C1A1=C4, 

AA.B.C,SAABC. a) 
从 万 点 作 DH 平面 ABC, BEXH: M B, 点 作 BH 
上 平面 4BC EENH. A 

ZBH'B,= 一 D,PD=90。， 

ZBB,H' = 一 站,DG( 因 为 BB，NDD，DD， 

B,H' J DH), 

ABH' B, AD,HD, 

B,H':DH= BB1: DD= 3:11, 
即 B1H’ =3DH. (2) 
” ”由 (1)、(2) 即 得 

V ABCD: = 3V ABCD. 

如 果 点 D, 是 A4BC 内 的 任意 一 点 ,上 述 结论 仍然 是 成 
立 的 . 证 明 如 下 (图 6-3); 

在 平面 ABC 上 ,连结 AD, ZBC 于 4, 连结 CD, w 
AB 于 C'， : 

过 A, Di D 三 点 作 一 个 平面 , 因为 4 在 A D, 上 , 且 
AA, # D.D, 所 以 A4i 在 平面 4’D1D 上， 直线 AA 与 
A D 必定 相交 ， 其 交点 也 就 是 直线 AA. 与 平面 BCD 的 交 
A A BI A D, A, 三 点 在 一 直线 上 。 
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过 C、 D.. DE 
点 作 一 个 平面 。 因 为 
N C' # CD, E, B. 
C'# AB E, BW EL 
平面 CD1D 与 平面 
ABA, YF Fit’ 
点 的 一 条 直线 C'P， 
设 直线 CD 与 这 条 交 
线 C'P 相 交 于 点 P， 
X i D.D AA, if 
DD. / RIN ABA, 
Am C P£D,D,. 
AABB, / AA, 
/D1D, 所 以 BB, # 
PH ABA, E, 直线 
BB, 与 4P 必 相交 。 





图 6-3 


由 于 4P 在 平面 4CD E, 所 以 直线 BB, 与 4P 的 交点 , 也 
就 是 DB, 与 平面 4CD HZR B, UAP, B, 三 点 在 一 直 


RE. 


同 理 可 证 ，C’、D、C ZARR, A.P. B EARR. 

因为 AA. 7 BB. ,它们 都 在 平面 ABA EC’ P HAB, 
相交 , 设 交点 为 C”, 四 边 形 4,488B, 是 梯形 ,已 点 是 梯形 对 
角 线 的 交点 ， 且 C'C” f AA. f BB1( 都 平行 于 D.D), 所 以 


C'P= PC”, 


HACC yD DECC, 它们 都 在 平面 CD D 上, W 
CC, 与 直线 D1D 相 交 于 点 D;,, PC, 与 D D 33 T AD. 
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在 梯形 C*C’CC, h, D:D, ACC HCC, C'P= PC”, 
D. D, 分别 是 PC. PC, 5 D, D, 的 交点 ， 点 也 还 是 梯形 
PC'CC, 对 角 线 的 交点 ， 所 以 有 

D I D= DD, = D,D,, 
即 有 D ID. =3D D, 
从 前 不 难 证 明 Vapcp, = 3VABCD. 

又 因 44 VBB ADD:， 所 以 四 面体 4AB DD, 与 四 

面体 ABD D, 有 相等 的 底面 积 ， 
S AA1D1D; = S AAD:DI 
与 相等 的 高 (都 等 于 直线 BB. 和 平面 4D1D;4, 闻 的 距离 )， 
因此 它们 的 体积 相等 ， 即 
VABƏiDID i =V ABD: D; 。 
同 理 可 得 : 
VBCIDD = VBCD:Dzs VCrADsDi= VCAD Dre 
“ VA BCD = VAB DaDı + VBCIDD + VCA DiD 
=V ABD:D, +V BCDD: + VCADi D: 
= V ABCD: = 3V ABCD. 

证 法 二 我 们 也 可 以 利用 物理 学 上 质点 重心 的 有 关 知 识 
来 证 明 本 题 的 结论 。 现 就 一 般 情况 证 明 如 下 ， 

设 D, 是 AABC 内 的 任 一 点 ， 在 底面 AABC 内 ， 连结 
AD, BD: CD., 并 分 别 延长 与 对 边 相 交 于 A. B, C' (ES 
6-4) ,如 前 所 证 DEA ’.D、Ai 三 点 共 线 (在 一 直线 上 ) ,8 人 、 
D.B, ZAHR, C.D.C -ZARAR 

在 A.B.C 三 点 分 别 放置 适当 的 质量 x、y、z, 使 4.8、C 
三 质点 的 重心 为 点 D, .这 时 ,点 C' 可 看 作 点 .4 (质量 x ) 与 点 
B (质量 》) 的 重心 , 点 4' 可 看 作 点 (质量 》) 与 点 C (质量 


84 


2 ) 的 重心 , 点 B” 可 
看 作 点 C《 质 量 z ) 与 
点 4 (质量 x) 的 重 
心 。 而 点 D, 既 可 以 
看 成 是 点 .A (质量 x) 
与 A (质量 y+2) 的 
重心 ， 也 可 以 看 成 是 
ÄB EY) 5 p 
(质量 z+ x) 的 重心 ， 
还 可 以 看 成 是 点 C 
(质量 > ) 与 C (质量 
x+y) 的 重心 。 由 重 
心 的 性 质 ， 应 有 





z; 图 6-4 








我 们 可 取 x= B'C,z= 4B’,y=_C4A .48'， 


A'B 


SAAB'C’ _ AB'- AC’? _ AB’ 


S AABC AB. AC AC 





便 能 满足 要 





4C _ AC’ _ » 


-AB ACC gry’ 











.. _SOAABC’ _ yz _ 
SAABC (X+ y)(xw+ 2)” 
HETG, 
SABCA _ 2% 
SAABC (y+2)(y+*) ? 
S ACAB’ _ xy 
SAABC (z+ x)(z+ y) ° 


因此 ， 


SA4BC' _ SAABC — SAAB'C' 一 ABC' Ad ~ SAC A'B’ 
S AABC SAABC 





二 1 一 Je — Z% aa ea 
(x+ y)(X+ 2) (y+ z)(y+ x) 


_ xy 一 2xyz 
(z+ x)(Z+ y) (x+ y)(y+ z)(z+ x) ° 
由 于 四 面体 4! B' C D 与 四 面体 ABCD 有 相同 的 高 ,所 
以 它们 的 体积 之 比 等 于 底面 积 之 比 ， 凤 有 


VABCD _ SA4B'C _ 


VABCD SAABC 








_ 2xyz 
(x+ y)(w+ z)(z+ x) (1) 


DA, D, A ytz’ 
B' D y CD 2 


同 理 DB, ` Z+x ° “bc x+ y ° 





x 
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”由于 三 面 角 D-A4’B'C” 与 三 面 角 D-A, DB C, 全 等 ,所 
以 四 面体 4'B'C' D 与 四 面体 4 BC ID 的 体积 之 出 等 于 对 
应 的 三 条 便 棱 乘积 之 比 ， 即 有 


VABC'D _ DA. DB .DC' 
VA BCD DA, DB, : DC, 





= xyz 
(x+ X)(y+ 2)(X+ z) 


由 (1)、(2) 可 得 
VAIBICID= 2VABCD. (3) 
为 证 明 本 题 结论 (7 41B1C1D1 = 3V4BCD)， 我 们 进一步 来 


WŒ V A.B IC ID, = 了 V41B1C1D, 在 AA’B’C’' 的 三 顶点 A ` 





(2) 


2 2 
B'.C' 三 质点 的 重心 也 就 在 品 , 点 ,再 在 点 A Bp C EA 
分 别 放 置 适当 的 质量 , ESAD SAHR SA A 与 4 .与 
B'.C, 5 C' 的 重心 。 因 为 


B'. cC 分 别 放置 质量 之 一， ZEY, FTI, jh A. 





AD _ y+z BD _ 2+% 
DA’ x ° DB y ? 
CID x+ y 
DC’ 之 , 


MA AB, Ci S MRE NIR. Fo pe 
这 样 ,点 妃 是 点 4 (REZE )5 A (REZ HEt, 
也 是 点 8 (质量 )5 Bi 人 (质量 2 ) 的 重心 ， 还 是 点 C， 
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(mw )s c (质量 ) 的 重心 ， 设 A.B. C 三 点 的 


重心 为 D,, 它 显然 在 平面 41B1C, 上 . W D, Æ A,B,C 
三 点 的 重心 ,所 以 点 刀 可 以 看 作 是 万 , 与 刀 : 两 质点 的 重心 ,点 
D, 在 直线 DD 上 ,并 且 这 时 在 D, 点 相当 于 集中 了 点 4/、 
B'.C WARE x+ y+, E D, 点 相当 于 集中 了 点 41、B,、 
C, 的 总 质量 一 二， 因此 ， 


D D _x+y+rz/2 _ 1 


DD, x+y+z 2?’ 


. D.D. _ DD+ DD, _ 3 
* DD, DD, 2° 


Hia, AR D, 15 Dy SET AB C, 的 距离 之 
3 
ap. 
四 面体 A B,CD, 与 四 面体 A B,C, D 具 有 同一 底面 
AAB C ,而 对 应 高 之 比 为 3， 所 以 有 








VAIBICID: 
VAIBICID 


由 (3)、(4) 即 得 
4BICID = 3VABCD. 


= 
> ° (4) 
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第 七 届 国 际 数学 奥林匹克 于 一 九 六 五 年 七 月 三 日 至 十 三 
日 在 德意志 民主 共和 国 举行 ,参加 的 国家 有 ;保加利亚 ， 佑 牙 
利 ,德意志 民主 共和 国 ,蒙古 ,波兰 ,罗马 尼 亚 , 苏联 , 芬兰 , 捷 
EMARE MEHR. 


T 赛 题 
l REKE O<x<2z 内 且 满 足 如 下 不 等 式 的 全 部 
实数 x ， 
2cosx< |v 1+ sin2x ~ 1 — sings ç 2 , 
《南斯拉夫 ，4 分 ) 
题 2 已 知 方程 组 
G, X + aX t aX = 0 
921X1 + G22X2+ Gos Xs = 0 
GsiXi + QyssX;+ Gss Xs = 0， 
它 的 系数 满足 下 列 条 件 ， 
(1) aisar as 都 是 正 的 ; 
(2) 其 余 各 系数 都 是 负 的 ， 
(3) 每 一 方程 所 有 系数 之 和 是 正 的 . 
证 明 : x, =xa=x%s=0 是 这 个 方程 组 的 唯一 解 。 
(波兰 ， 6 分 ) 
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题 3 mE ABCD 的 楼 AB.CD 的 长 分 别 为 a.6, 直 
线 4B.CD 之 间 的 距离 等 于 d ， 它 们 之 闻 的 夹 角 为 Ww， 这 个 
四 面体 被 平行 于 AB. CD 两 校 的 平面 忆 分 成 两 部 分 ， 已 知 
AB 到 平面 卫 的 距离 与 CD 到 平面 了 的 距离 之 比 等 于 hk ， 求 
四 面体 被 分 成 这 两 部 分 的 体积 之 比 。 
(捷克 斯 洛 伐 克 ，8 分 ) 
4 求 四 个 实数 x; .xx .xs、x4, 使 其 中 任何 一 个 加 上 
其 余 三 数 之 积 等 于 2 ， 
(苏联 ，6 分 ) 
题 5 在 AO4B 中 ,已 知 Z AOB= a(a<90°), AA .A0B 
的 任 一 点 M (不 与 0 点 重合 ) 作 MPI OA, MQ LOB, EES 
别 为 P.Q, H E AOPQ 的 重心 , 分 别 求 下 列 两 种 情况 下 互 点 
的 轨迹 ， 
(1) 当 动 点 以 在 线段 AB 上 运动 时 ， 
D SHAME AAOB 的 内 部 运动 时 ，。 
(罗马 尼 亚 ，7 分 ) 
题 6 在 平面 上 有 + 个 已 知 点 (n 这 3)，d 是 其 中 每 两 点 
之 间 的 距离 的 最 大 值 ， 距 离 等 于 d 的 两 点 所 成 的 线段 叫做 这 
?个 点 所 组 成 的 点 集 的 直径 。 求 证 ， 这 个 点 集 的 直径 不 多 于 


n 条 。 (波兰 ，9 分 ) 
题 解 
题 1 原 不 等 式 可 以 改写 为 
{2 na V 1 sna] (1) 
|V 1+sin2x— wv/ 1 —sin2x| < 2 (2) 
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先 解 不 等 式 (1)， 因 为 不 等 式 (1) 的 右边 总 是 非 负 数 ， 记 
以 如 果 cosx 委 0， 即 


zr 3T 
—=< x 二 一 一 一 


不 等 式 (1) 总 是 成 立 的 ， 
如 果 cosx>0, 将 不 等 式 (1) 两 边 平方 , 得 
4cos2X<2 一 2 cos? 2x, 
V cos22x=<ç1 ~ 2cos2x, 
|cos2x] S- cos2x, 
cos2x=<0,. 


Ft 2kT <? x< ŽE +2RT, 


Tt hax + kr(k=0,1), 


TÆ, 4 cosx>0 时 能 全 不等式 (1) 成 立 的 * 信 为 ， 
+< <5 $ <. a) 
RAO (4) 得 不 等 式 (1) 的 解 


z Tr 
=< x= 
4 — ~> 4 . 


再 考虑 不 等 式 (2)。 它 的 两 边 都 是 非 负数 ， 分 别 平方 ,得 
2 -2V cos:2x=<2, 
一 2 cos'2xz==<0, 
它 对 任意 实数 * 都 是 成 立 的 ， 
. 因此 ， 原 不 等 式 的 解 为 ， 


= T 
— =< x <—— 
4 ` = 4 . 
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G) 用 反 证 法 。 如果 有 不 全 为 零 的 解 ，xX1 = Ah... x, = 
Rk,,x,=R,,. Wlk hlk hlk | 中 必 有 最 大 者 ,不 失 一 般 性 ， 
不 妨 设 

max.{|ki| lkl IlRs = |Ë l B.R 二 0， 
































H aiki + aka + ash, = 0, 
k 
L a, = 一 a, —— 2a 
所 以 n £ 12 hs 
从 而 有 ai; |- k, ai 7 -eaa| 
kı h, 
Ë 
< e+ | ps 
= aj + aiaj 














由 条 件 (1) (2) a,,>>20, a, <0, a, <0, 
所 以 au + G, + a, <ç0, | . 
这 与 条 件 (3) 了 矛盾 。 因 些 方程 组 有 唯一 解 = x, = x, = 0, 
83 ” 设 平面 P 与 CD 之 
闻 的 距离 为 dis 与 AB ZER 
距离 为 d;， 由 题 设 ,d + d,= d, 
B d,:d =R， 得 


d _-_ hd, 
ET’ dT 
任意 作 一 个 平行 于 的 平 


面 P, 与 四 面体 48CD 相 截 得 
四 边 形 K'L'M'N' (图 7-1), 
因为 K'L'ABfN M, 
L'M' [CDYK'N’， 所 以 四 
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边 形 天 ' 工 MA 是 平行 四 边 形 . 设 平面 P 与 C D 的 距离 为 
xW OKL MN 的 面积 为 


S= K'L', K' N ‘sinw =S P( sinw, 


于 是 被 平面 己 截 得 的 两 部 分 之 一 (图 中 上 半 部 分 ?的 体积 为 
V, -ax „bida sinw dx 





0 d d 
(i -B Ja 


同样 可 以 求 得 另 一 部 分 的 体积 为 


/abdi _ abd" À , 
y, = ( 2d 3d? )sinw. 


V, _ 3 —2di = ( d, ) 3d ~ 2d, 























V, 3ddi-2d; \ d, ) ‘3d-2d, 
2kd 
pr, SORET pa, R+3 
3d 2d 3R+ 1 ° 
R+1 
即 四 面体 被 平面 已 所 分 成 的 两 部 分 体积 之 比 为 ， 
Vy pz k+3 E 
V, 3h+1 ° 
4 BRB, Xa X 满足 如 下 方程 组 ， 
X I +X, X% 一 2 (1) 
Xat XXX, =2 ` (2) 
X, XXX, = 2 (3) 
Xet XXXs = 2, (4) 


93 


首先 ， 我 们 证 明 y:=<0(G=1，2，3，4); 否则 ， 例 如 设 
xi =0 时 , 则 由 (2)、(3)、(4) ,得 x,=x,=x =2, 不 满足 (1)。 
ikt x0. 

其 次 ;由 (1), tax, = 人 一 <， 


Xa 





H2), wax, = 人 一 22 ， 


1 


从 而 得 2-5 -2 一 xs ， 


x, Xi 





2%; — Xi= 2x, — %7, 
(x, —1)*= (xz, —1)°, 
ll lx i= 11= |x, -1|. 
将 未 知 数 x1 ,x,、x:、x, 进行 轮换 ， 可 得 
lxi-1Il=lx: -li=ilxs -1l=|xe-1|， (5) 
就 x*, 的 取 值 可 分 下 列 五 种 情况 ， 
© HA x,21 (i=1,2,3,4)， 
HDH I, Xi =X, = Xs=X,， 
由 (1), 得 x+x1=2, 
xi+tx,-2=0, 
Bp l (x, -1)X%1+ X +2)=0, 
由 于 xi+xi+2=0 的 判别 式 4=1*-8= -7<0, 
故 xi+xi+2=0 无 实数 解 。 
RAX], X Xi =X,=X,=X,=1, 
© 只 有 三 个 x, 之 1(1= 2,3,4), 
则 %i 达 1， 由 (5) 可 得 


-x +l=x,-1=x,-1=%x,—-1 
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.. X, = Xs =X X, =2—x,, 

由 (1) 得 2-x,+x;=2, 

x,(x;š—1)=0, 

` x,=1, 
.. X, =l, X, =2—x, =l, 
这 与 x:<1 了 矛盾 ， 即 这 时 方程 组 无 解 。 
© REZA xI = 3,4)， 
则 x, <1, x,<1. 
由 (5) 得 —x +1= —x,+1=x,-1=<x,-1, 


. X, =X,, X, =X,=2—x,. 
-由 (3) 得 2 一 Xi1+X1(2 一 xX1)=2， 

即 x,(x,—1)2°=0. 

Ku X ,=z0, 


.. x, = 1, 这 与 x <1 FH. 即 这 时 方程 组 无 解 。 
© 只 有 一 个 x,Z=1, 例如 x >l, gx 二 1(i= 1, 2,3) 
由 (5) 得 -xi+1= 一 xX,+1= 一 Xa+1=%.~1，, 


.. X =X, =X; X=2—X1, 
由 (4) 得 2-x+xi=2, 
BJJ x (x`—1)=0, 


由 于 x <1， 且 xis0， XI= 一 1， 
从 而 得 x (=x,=X, = -l,x,=2-%x,=3, 
满足 方程 组 。 
轮换 x xs、 xs x+， 得 
(3,—1,—1,~1),(—1,3,—1,—1),(-1,—1,3,-1) 
也 是 原 方程 组 的 解 ， 
© 四 个 Xx, 过 1(i= 1,2,3,4)， 
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出 (5) 得 x =X,=X%, =X,， 

类 似 于 情形 ,可 得 x, =1, 这 与 x, <1 矛盾 。 这 时 即 方 
程 组 无 解 。 

综 上 所 述 ， 所 求实 数 为 : 


X i=X,=X,=X,=1 


Xi =X, =X; = —1, X, =3; 
X, =X =ZX,=—1] %1, =3;. 
XZ,=X, ,=X = -1, X, =3; 
X,=X,=X,= —1, X; =, 


题 5 不 妨 先 就 和 AOAB 是 锐角 三 角形 的 情形 予以 讨论 . 

(D 如 图 7-2， 设 4 万 LOB, BH, 104, ERIA 
五 H, WÈB H, HH, 就 是 所 求 的 轨迹 .证 明 如 下 : 

HME AB 上 的 任 一 点 ，MP104, MQ LOB, QQ, L 
OA,PP, LOB, E 3r3) A P.Q.Q I .P., W P, P 15 QOH. 
交点 五 就 是 AO PQ 的 恒心。 并 设 QQ, 与 H, H, 相 pd FK 
A. WERHRE HH, L, A RERRHSAKESRT 
以 了 。 
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由 题 设 <4OD=aw， 并 令 <0BA= B (e.B—<90°). 
<% <BH,A= =AH,R=90°, 
^ H,.A,.B.H, 四 点 共 圆 ， 
<H ,H,O = 2ZOBA= B, 
W BM=x, WJ BQ = xcosB, QM = xsinB, 
#EQL ZOA, XBH, FA L, WAHE QQ H, L EE 
JÉ, <LQB= < AOB= =a, 
因为 点 KK 是 QQ, 与 H H, 的 交点 ， 所 以 在 AKQ1H， 
中 ， 有 
Q, H, = QL = BQ. cosa = xcosPcosa, 
Q ,K= Q, H,-tg<H,H,O = xcosBcosz*tgB 
= xcosasinB, (1) 
作 MN AO, X Q,Q PAN, W| MNO PERE. H 
ZNQM= < AQB= a, f 
因为 点 五 是 P P 5 Q,Q 的 交点 ,所 以 在 AHQ, P tE, f 
Q, P= NM = QM-sina = Xsinpsina， 
LA LQ, HP= 2AOB=a, #8 
Q H= Q, Pectg2Q, HP 


= xsinBsinesctge = xcosasinf., (2) 
由 (1)、(2) 两 式 ， 得 
Q, H= Q. K, 
BQ. H59 天 均 在 线段 Q Q F., PTS H SK R£ , Wk 
符合 条 件 的 点 瑟 在 线段 H.H, E. 


当 动 点 M 在 BA 上 从 8B 连续 运动 到 .A 时 ,x= BM 的 值 从 
0 连续 增 大 到 BA (长 度 ) XT Q, H= Q , K = xcosasinB 从 
0 连续 增 大 到 BA,cosasinB = AH cosa = H,S (其 中 HSL 
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OA, ER S), TE, 对 于 线段 H H, 上 的 任 一 点 H' , 作 
HQI LOA, EEA Q O A0 <Q <H S, AX RR 


7 Q! H’ 
x = cosasinB ， 使 
QLH’ = x! cosasinB, 
, Hs — J y — 
由 于 0 <s <p = 了 4, 所 以 在 线段 BA 上 存在 一 点 


M’ ,使 AM =x, H 就 是 对 应 于 M 点 的 符合 条 件 的 恒心 。 
这 就 是 说 ,线段 H H, 上 的 任 一 点 符合 条 件 。 

(DD 当 动 点 M 在 ACAB 的 内 部 运动 时 。 我 们 先 考察 动 点 
MM 在 AOAB 内 与 AB 平行 的 某 一 条 线段 4 B' 上 运动 时 (图 
7-3)， 对 应 的 甜心 五 的 轨迹 , E A H, LOB, B'H; LOA, 
EESHA H' .Hi。 WAQA B 利用 (1) 的 结论 , 可知 这 时 
点 互 的 轨迹 为 线段 H Ha. 





图 7-3 
. 显然 HA B'f AB,A' H, f AH,,BH; / BH, 可 知 ， 
HAE H HA B 5AE H HAB iM, MA Hi H; / 
H,H,, B 
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OH, OA’ 





ÖH, “OA : 
BOA = y, WA OH: = Lhes, 了 


HAA 在 OA 上 从 O 点 连续 移动 到 4 点 时 ， 对 应 的 一 
系列 平行 线段 A B (平行 于 AB) 就 连续 充满 整个 AOAB， 


这 时 , Y 从 0 连续 增 大 到 04, 从 而 07 开 = -条 的 信 从 0 


连续 增 大 到 OH, , 即 对 应 的 H: 点 从 O 点 连续 移动 到 妃 : 点 ， 
这 一 系列 的 平行 绕 履 玉石 所 平行 于 H, H, 8 W: bk 35 35 A 
个 AOH,H, . 并 且 由 于 当 开 点 在 线段 AB 上 运动 时 ， 对 应 的 
HA BIS RE: H H,; 当 MM 点 在 线段 OA 上 运动 时 ,已 
点 的 轨迹 是 组 自 OH, BM SA ESE: OB EESE, HAR 
轨迹 是 线段 OH, MAMAE AO .AB 的 内 部 运动 时 ,所 求 
H ABS aR AOH H, 的 内 部 区 域 ( 不 包括 AOF BU 
BR), 

如 果 AO AB paf = fE sk B fE = AW, UATR 
论 ， 并 可 类 似 地 作出 证 明 . 

题 6 分 别 以 x 个 已 知 点 为 圆心 ， 以 d 为 半径 作 nAi, 
P< n BOB AEA, BHBL L 398) 的 交集 ( 公 共 部 分 ) 雇 作 
Ü. 

RJE DA F #JBH 52 Ky PE ; 

D I— EER 5 #8 ul Bë ZE EJ D RIR. | 

因为 如 果菜 一 已 知 点 在 多 的 外 部 ， 它 必 定 在 基 一 国外 ， m 
么 它 与 此 图 圆心 的 距离 就 大 于 d ,与 已 知 d 是 “每 两 点 之 间 的 
距离 的 最 大 值 ? 了 矛盾 。 由 此 可 见 , 这 和 个 已 知 点 或 者 在 图 形 重 
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的 内 部 ,或 者 在 图 形态 的 边界 上 。 
© 图 形 廿 的 内 部 没有 一 条 所 作 贺 的 红 ， 
因为 如 果 有 某 一 条 弧 属 于 西 ,那么 它 (这 条 弧 或 与 其 他 弧 
一 起 ) 就 将 图 形 古 分 成 两 部 分 ,其 中 一 部 分 就 在 这 绝 所 在 圆 的 
外 部 ， 这 与 图 形 宙 的 意义 矛盾 ， 
由 于 在 图 形 殉 的 内 部 的 点 ,必定 在 所 作出 的 ”个 加 内 部 ， 
它 与 各 已 知 点 (圆心 ) 的 距离 必定 小 于 d ， 所 以 互 内 部 的 任 一 
已 知 点 都 不 可 能 是 这 个 点 集 的 直径 的 端点 .也 就 是 说 ,直径 的 
两 端点 必定 在 图 形 WW 的 边界 上 .我 们 研究 直径 的 条 数 问 题 ,只 
村 研究 外 边界 上 的 那些 点 就 可 以 了 。 不 妨 设 # 个 已 知 点 中 有 
k 个 点 在 下 的 边界 上 ，A<sr。 
由 于 两 个 圆 至 多 只 有 两 个 交点 ， 所 以 作出 的 ”个 圆 的 交 
点 不 多 于 2.C5=n-1) 个 ， 因 此 图 形 护 的 边界 是 由 有 四条 
WAKA. i 
为 叙述 方便 起 见 ， 我 们 把 边界 上 若干 条 弧 的 交点 叫做 图 
形 汪 的 顶点 ,在 图 形 古 的 边界 上 的 个 已 知 点 中 , 设 有 I 个 点 
-不 是 图 形 瑟 的 顶点 CE 已 ,而 有 (一 六 个 点 是 图 形 的 顶点 
又 如 果 边 界 上 的 基 一 已 知 点 不 是 顶点 ， 那 么 以 这 一 点 为 
端点 的 直径 至 多 只 有 一 条 .因为 如 若 不 然 , 即 谈 少 有 两 条 以 它 
为 端点 的 直径 ,从 而 也 就 至 少 要 有 两 条 弧 通过 这 一 点 ,这 与 该 
点 不 是 顶点 矛盾 、 
由 于 边界 上 的 已 知 点 有 [个 不 是 顶点 ， 所 以 至 少 有 一 个 
端点 不 是 项 点 的 直径 至 多 只 有 ! 条 。 
我 们 再 来 证 明 ， 两 个 端点 都 是 顶点 的 直径 不 多 于 (R- D 
条 . 为 此 ,我 们 先 证 明 ， 通 过 某 一 顶点 , 且 男 一 端点 亦 为 顶点 
的 直径 不 多 于 两 条 . 证 明 如 下 :. 
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一 方面 ,所 有 这 种 直径 的 另 一 端点 都 在 同一 个 圆周 上 , 因 
为 它们 与 这 某 一 指定 的 顶点 的 距离 都 等 于 d ， 

另 一 方面 ,在 图 形 B 的 边界 上 ,每 一 个 圆 的 绝 至 多 具有 一 
Et. 事实 上 ,如 果 有 同一 圆 的 两 段 弧 在 多 的 边界 上 ,那么 它们 
之 间 就 有 另 一 圆 的 弧 , 连 结 这 继 的 两 个 端点 得 一 条 纺 。 如 果 两 
个 贺 的 圆心 在 此 苞 的 同 侧 ， 因 为 两 圆 的 半径 相等 。 所 以 两 图 
的 圆心 必定 重合 ， 如 果 两 圆 的 圆心 在 此 弱 的 异 侧 ， 这 时 图 形 
瑟 就 在 其 中 一 圆 的 外 部 ， 即 有 一 些 已 知 点 与 此 圆 圆心 的 距离 
大 于 d ,显然 这 是 不 可 能 的 。 

由 于 图 形 瑟 边界 上 每 一 圆 的 约 不 多 于 一 段 ， 所 以 如 果 同 
一 条 弧 上 有 三 个 已 知 点 ,那么 其 中 至 多 只 有 两 个 是 顶点 ,再 由 
上 述 第 一 方面 的 结论 ， 可 知 通过 某 一 顶点 如 果 它 属于 已 知 点 
集 且 另 一 端点 也 是 顶点 的 直径 不 多 于 2 条， 由 于 边界 上 只 有 
(- 1 个 已 知 点 是 图 形 的 顶点 ， 所 以 两 个 端点 都 是 顶点 的 直 


径 的 条 数 不 多 于 2*(R- 人 "于 =- 1( 因 为 每 一 条 直径 按 其 两 


个 端点 重复 计算 了 两 次 ) . | 

综 上 所 述 ， 这 "个 已 知 点 的 点 集 的 直径 至 多 只 有 i+ 
(上 -1 有 =k 条 ， 而 hn, 所 以 直径 不 多 于 条 . 命题 得 证 。 

应 该 指出 ,对 于 任 一 n 之 3, 确 实 存 在 这 样 的 ?个 点 。 具有 
n 条 直径 。 我 们 只 要 作 一 个 边 长 为 d 的 等 边 三 角形 ABC ,再 
以 某 一 项 点 4 为 圆心 , qd 为 半径 作 圆 ,在 BC 上 任意 取 (n 一 3) 
个 点 : 4 dd as ;所 得 的 n + A.B.C K A,G= L 
2,… n- 3) 的 点 集 就 有 ?3 RAA: AB.BC.CAK AA C= 
1;2,… ,nn 一 3)。 这 就 说 明 ， 题目 遍 作 的 估计 + 是 精确 的 ， 不 
可 能 再 加 强 了 。 ° | 
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第 JT. FB 


第 八 届 国际 数学 奥林匹克 于 一 九 六 六 年 七 月 三 日 至 十 三 
日 在 保 加 刑 亚 举行 ， 参 加 的 国家 有 : 2 m j 3E ATARA 
志 员 主 共 和 国 ， 蒙 十， 波兰 ,罗马 尼 亚 ， 苏 联 , 捷克 斯 洛 伐 克 ， 
南斯拉夫 。 


w 赛 题 


题 1 数学 竞赛 给 出 ABC 三 道 题 , 25 个 学 生 参 加 
竞赛 ， 每 个 学 生 至 少 能 解 出 一 道 题 ， 在 没有 解 出 4 题 的 学 生 
中 ， 解 出 了 题 的 人 数 是 解 出 C 题 的 人 数 的 两 倍 。 只 解 出 4 题 
的 人 数 比 其 余 解 出 4 题 的 人 数 多 1 .在 只 解 出 一 题 的 学 生 中 ， 
有 一 半 不 能 解 出 AE. 试 求 只 解 出 8B 题 的 学 生 数 . 

(苏联 ，6 分 ) 

题 2 已 知 一 个 三 角形 的 三 条 边 长 a.6、c 与 各 边 的 对 角 
A.B.C 满足 关系 


a+b= tgC (atgAt btgB), 
证 明 这 个 三 角形 是 等 腰 三 角形 . 
AFA, 7 分 ) 


题 3 证 明 ， 正四 面体 的 外 接 球 球 心 到 它 的 各 项 点 的 距 
离 之 和 ， 小 于 其 他 任 一 点 到 正四 面体 各 顶点 的 距离 之 和 。 
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《保加利亚 ，7 分 ) 
题 4 证 明 恒 等 式 
1 1 


1 n 
a + — +... 十 — = Lox 一 x 
sin2x sin4x sin2"x cig ctg2 . 


Hp n HE HAAG t (k=0,1,2,… sn, A RAE — 38 


数 )， 
(南斯拉夫 ，5 分) 
题 5 解 方 程 组 
la,-a,|x%,+ |a ~a; |x, + |ar~alx,=1 
| ja,-a, |x i+ |a,-a, |x, + |a,-a,lx,=1 
| las-a,lx i+ |as-a,|x; + |as —a,|%,=1 
la,-—a, |x i +la,-a,lx, + |8,- 8|% = 1, 
Jerha,.a,.a s.a, 是 已 知 的 两 两 不 等 的 实数 . 
《捷克 斯 洛 伐 克 ， 7 分) 
题 6 在 A4BC 的 三 边 AB,BC 与 C4 上 分 别 取 点 M. 
K、 工 (不 与 AA4BC 的 顶点 重合 )， 证 明 : AMAL, AKBM, 
ALCK 中 至 少 有 一 个 的 面积 不 大 于 AABC 面积 的 四 分 之 一 ， 
(波兰 ，8 分 ) 


Bl 我 们 用 x, 表示 只 解 出 4 题 的 人 数 ， 用 xss 表示 
RIRE 4. 如 两 题 的 人 数 , 如 此 等 等 . f 
由 题 意 得 下 列 四 个 方程 : 


X, Xp Xo+ Xapt Xpo + Xaot Xapo= 25, (1) 
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Xp+Xpc=2(Xot Xoo), 
XA Xant Xaa tXagot ls 
Xa=Xrnt Xos 
这 里 x4 xp、 Xo Xan no Xaoo Xar 都 是 非 负 整数 。 
由 (3) 得 Xant Xsact+Xane=X4~1, 
代入 (1), 得 Xat Xat+ Xot+Xpot+ (Xa71)=25, 
即 2xX4+ Xp+ Xo + Xpo = 26, 
由 (2) 得 ”Xpo= Xp 一 2Xe， 
将 (2)’、(4) 代 入 (5)， 得 
2(Xp t Xo) + Xp+ Xot (Xn —2X0)= 26, 
Bp dxp+ xo = 26, 
Xo =26 一 4XDP。 
代入 (2)’, 得 xy;e=x>x-2(26—4x;) = 9xp~ 52, 


(2) 
(3) 
(4) 


(3) 


(5) 
(2) 


(6) 
(7) 


出 于 XR to, Ba 均 为 非 负 整数 ， 由 (6) 知 ， x=<6; 而 由 
(7) 知 ,xz 疡 6。 因 此 ,如 果 问 题 的 解 存 在 的 话 , 只 有 xz = 6。 
令 xa= 6, 由 方程 (6)、(7)、(4)、(2)’、(3)', 可 得 Ya=8， 


XF=6, Xo=2,Xpo=2, Xant Xact Xand= 7 , 不 难 验 证 ， 取 
X,=8,Xy= 6,Xc = 2 ,Xp0=2 N48B=2, XA0 = 25 X.pBo = 3( 当 


然 x4p\ Xusc、X4so 可 WIE Xant XAo + XAno = 7 的 任 一 组 非 
负 整数 值 ) ,满足 题 给 的 各 条 件 , 即 可 以 作为 问题 的 一 组 解 . 这 


就 说 明 问 题 的 解 是 存在 的 ， 
TEA: RAH B 题 的 有 6 个 学 生 ， 
题 2 因为 4、.8.C 为 三 角形 三 内 角 ， 所 以 有 





cos 415 +8 - 
B Z 
-ort AB? 
Sm 
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已 知 的 等 式 可 以 写 为 





cos 
q+ 1- tg4 .一 一 一 一 一 
sin 








-一 . 2 一 
+b+| 1-tgB'— 1 有 1= 0 (1) 
sin 








(1) x sin 4 B cosAcosB, 得 








acosB'( sin A 了 B cos A — cos A n B sin A ) 








+bcosA( sin A+ B cos B — cos A sinB) = 0， 











Bp acosB-sin Ë > £ + bcos Asin < 2 =0， 

si B34 “(acosB— bcosÀ) = 0, (2) 
因此 有 

sin B-A =0 或 acosB - bcosA = 0, 





车 si iB 54 = 0, WA -90°< 上 3 人 <90° 可 得 


B-A =o, Ņ A=B, 


é& a=b, 
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三 角形 为 等 厦 三 角形 
Æ acosB — bcosA = 0, MÆ 





acosB = bcosA (3) 
X HIES EER, F 
8 — = —— 
sind ~ sinB ’ 
即 asinB = bsin A (4) 


将 (3) 4) 两 边 分 别 平方 后 相 加 ， 得 
a? (cos? B + sin? B) =b? (cos? A+ sin? A), 

即 ” a?=b?， 

“ a=b, 
三 角形 为 等 腰 三 角形 ， 

T3 设 正 四 面体 4BCD, 过 它 的 各 顶点 A.B.C.D zY 
别 作 这 个 正四 面体 外 接 球 的 切 平 面 ， 得 到 一 个 新 的 正四 面体 
A! B' C? D? .正四 面体 47B8’C'D/' 与 已 知 正四 面体 ABCD 相 
位 似 ，、 位 似 系数 为 -3。 从 正四 面体 4'B8’C’D’ 内 部 或 各 面 


上 的 任 一 点 ,到 名 面 的 距离 之 和 是 一 个 常数 , 它 等 于 飞 S-( 太 


为 正四 面体 AS B CD 的 体积 ，S 为 一 个 面 的 面积 )， 即 等 
FENM A BC/DD' 的 高 。 这 个 常数 也 就 是 正四 面体 
ABCD 的 外 接 球 球 心 到 各 项 点 A.B.C.D 的 距离 之 和 .根据 
“点 到 平面 以 垂 线 长 为 最 短 ” 的 性 质 ， 它 必定 小 于 正 四 面体 
A'B'C'D' 内 部 其 他 点 或 面 上 的 任 一 点 到 A.B. C. 各 点 
的 距离 之 和 。 

下 面 再 证 明正 四 面体 ABCD 的 外 接 球 球 心 到 各 顶点 的 
距离 之 和 ( 邯 正四 面体 A BCD’ 的 高 ), 小 于 四 面体 A B’ 
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C'D' 外 部 任 一 点 到 ABCD 各 点 的 距离 之 和 。 设 M 是 下 
四 面体 A BCD 外 部 的 任 一 点 ， 我 们 考察 以 点 为 公共 
顶点 ， 正 四 面体 48’C’DD′ 的 各 面 为 底面 的 四 个 四 面体 : 
MA’ B’ C’ ,MA' B’ D’ ,MA'C’ D’ ,MB'C' D’ .这 四 个 四 面 
体 的 全 体 必 定 包 含 四 面体 A B C D , 即 四 面体 4’8’C’D’ 
内 的 任 一 点 至 少 属于 这 四 个 四 面体 之 一 ， 并 且 存 在 着 属于 这 
四 个 四 面体 之 一 而 不 属于 四 面体 4’B8’C’D"' 的 点 , 事实 上 
设 N 是 正四 面体 4'8’C’D’ 内 部 的 任 一 点 , 过 M、N 两 点 作 
直线 MN, 它 至 少 与 正四 面体 A BCD 的 两 个 面相 交 , 设 
交点 分 别 为 P.Q, B MQ>MN>MP, 于 是 点 在 线段 MQ 
上 , 它 必定 在 以 M 为 顶点 ， 点 Q 所 在 的 面 为 底面 的 四 面体 内 
并 且 在 线段 MP 上 的 任 一 点 ,也 在 这 个 四 面体 内 ,但 在 正四 面 
体 4'B'C’D’ 外 。 由 此 可 见 ， 这 四 个 四 面体 的 体积 之 和 u 
要 大 于 正 玛 面体 4'B'C'D' 的 体积 广 , 所 以 





(S 表 示 正 四 面体 ABCD 一 个 面 的 面积 ) 。 即 正四 面体 
ABCD 的 外 接 球 球 心 到 它 的 各 顶点 的 距离 之 和 ( = -长 -), 必 


定 修 于 放 点 到 正四 面体 4'8'C'D” 各 面 的 距离 之 和 ( =ke), 


它 当 然 更 小 于 MA, MB, MC, MD 之 和 (因为 点 到 平面 以 算 
线 长 为 最 短 ). 

综 上 所 述 ， 正 四 面体 外 接 球 球 心 到 各 顶点 的 距离 之 和 小 
于 其 他 任 一 点 (不 论 是 在 正四 面体 内 、 外 还 是 在 各 面 上 ) 到 各 
顶点 的 距离 之 得 。 
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是 4 因为 xæ} , 所 以 2*.x 寺 zx (R= 0， 1，2，…， 





> 
n, 4 是 整数 ) sin2tx=z0, H ctg2*x 有 意义 。 


osa z OS20— < 
由 ctge— ctg2a= S9S2 _ cos2e _ 2cos"G-— cos20 
sina  sin2e Sin2w 


=l _ 
Sin2w 


得 = Ctgwx 一 ctg2a | (1) 


sin2o 


仿 a= X,2X,22X 1... 2" lx, HG) 





- = ctgx — cte2x 
sin2x 0'8 gz 





= = ctg2x — ctg4x 
sin4x cte CESA, 


Ttg2 x— ctg2" 1x, 


sinz" ctg2" 1x —cig2"x, 
was 此 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ， 即 得 
1 1 1 
sin2x + sindx to + sin2"x 

题 5 在 方程 组 中 ,如 果 将 足 码 i 换 成 i ，j 换 成 i , DK 
方程 组 不 变 , 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 a >a, >>, 这 时 原 
方程 组 成 为 
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=ctgx-— ctg2"x, 


(a, —a,)x, + (G, <G,)X,+ (a, =a} ,=1 (1) 
(a, —a,)x i+ (a,—a,)xX + (G, —a,)x,=1 (2) 
(Ga, —83)X + (G, —a,)X,+ (Gs —a,)x,=1 (3) 
(a, -—a,)x, +(a,—a,;)x,+ (a —a,)x s =1 (4) 
(1)- (2)-(2) — (3). (3) - (4)， 分 别 得 
(a, —a,)(X%X, +X, +X, 一 Xi)=0 
|a= —X,+X,+xX,)=0 


(a, =<aG,)(—X —xX,—X,+X,)=0 


即 有 
X, +X,+X,=X, (5) 
farn onta (6) 
Xit% +X; = X, (7) 
H (5),(6).(7)48% 


X,=X,=0, Xl = XX 


代入 (1)、(4) 得 


m=" = 
ARRIA, "qa >a,>a,>a, 时 ， 
X, =X; =Q; E ET 
是 原 方程 组 的 解 。 
一 般 地 ， 当 a,2>a,>a,>a, 时 ， 方程 组 的 解 为 ， 
X= x =0,x = x= ie 


题 6 因为 有 一 角 相 等 的 两 个 三 角形 的 面积 之 比 ， 等 于 
夹 这 个 等 角 的 两 边 乘 积 之 比 ， 所 以 有 
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SAKBM _ BK.BM 








SAABC AB.BC’ (D 
SAMAL _ AM: AL (2) 
SAABC ABAC?’ 
SALCK _ CL-CK (3) 
SAABC ”4C.DC ° 


用 反 证 法 ,假定 SAKBM.SAMAL.SALCK 都 大 于 SAABC, 





即 _SAKBM ~ 1 SAMAL — 1 RALCK > 1 -。 将 这 三 个 


SAABC ~ 4” SAABC ~ 4” SAABC 
不 等 式 两 边 分 别 相 乘 ， 得 





SAKBM , SAMAL . SALCK 、 工 .1 .1 -. 
SAABC SAABC SAABC 4 4 4 68 


由 等 式 (1).(2)、(3) 得 














BK- BM: AM-AL-CL-CK > 1. 
AB.BC.AB.AC.AC.BC ~ 64 
T x s 
IB, h Mp < AMI PM AB, 8 
人 esi 





由 此 可 得 e 
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AM.BM BK'CK AL» ‘CL <1 1 1 1 


一 


AB: "~ BC: AC: 4 4 4 64 
Z5 LN EIB 的 不 等 式 (4) 相 矛盾 ， 故 反 设 不 真 ， 即 SAKBM、 


SAMAL, SALCK 中 至 少 有 一 个 不 大 于 地 SA4BC。 
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第 íA m 


3 8 B P k 9 W k E T— Az; hp HZ nZ + Z 
日 在 南斯拉夫 举行 ， 参 加 的 国家 有 :英国 ,保加利亚 ,匈牙利 ， 
德意志 民主 共和 国 , 意 大 利 , 裳 古 , 波 兰 , 罗马尼亚 ， 苏 联 ， 法 
国 ,捷克 斯 洛 伐 克 ,瑞典 ,南斯拉夫 。 


竞 赛 题 


题 1 在 平行 四 边 形 ABCD 中, A4D 了 是 锐角 三 角形 ， 
AB=a,AD=1, ZBAD=#@,K4, Kr, Ko. Ko 分 别 为 以 平行 
四 边 形 的 顶点 为 圆心、 1 为 半径 的 图 . 求证 : 四 个 圆 Ks4、Ks、 
Ko, Ko 覆盖 ABCD 的 充分 必要 条 件 是 

acosa+ ww 3 sina, 
《波兰 ，6 分 ) 
题 2 一 个 四 面体 ,如 果 有 一 条 且 仅 有 一 条 校长 大 于 1 ， 


证 明 这 个 四 面体 的 体积 不 大 于 书 ， 


. (捷克 斯 洛 伐 克 ，7 分 ) 
题 3 Ck m, n 是正 整数 ,m+k+1 是 大 于 n+1 的 
索 数 , 记 C. = s(s+ 1). 求证 ， 
《Cnm+a = CCnrs— Ca) (Cnrn™ CE) 
能 被 C1'C,…C。 整除 。 
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《英国 ，8 分 ) 
Mi 已 知 两 个 锐 钊 三 角形 A4。.B.C。 与 A4BIC， 求 
作 一 个 三 角形 ABC, $ AABCoAA BC ( A5 Aí. B 5 
Bı”, C5 C, 分 别 为 对 应 顶点 ), AABC 外 接 于 A4,B,C,(C, 
# AB EŁ, 4. # BC E,B, # CA F), 3FB. AABC 是 满足 
上 述 条 件 的 三 角形 中 面积 最 大 的 一 个 . 
(意大利 ，6 分 ) 
题 5 考察 数列 {ct}. 
ci=a,+a,+ + +as,s 


c,=at+al+-. +a, 
n n 
Cn=Qi tagt e +ags 


其 中 01、0;、…,0s 是 实数 ,并 且 不 全 为 等 。 已 知 数列 {c,} 中 
有 无 限 多 项 等 于 零 ， 求 出 使 c= 0 HEREN n 
(苏联 ，7 分 ) 
Me 运动 会 连续 开 了 rn 天 ,一 共 发 了 mw 枚 奖章 ,第 一 天 


发 一 枚 以 及 剩 下 (m- 1) 枚 的 方 ,第 二 天 发 2 枚 以 及 发 后 剩 下 


的 地 ,以 后 各 天 均 按 此 规律 发 奖章 ,在 最 后 一 天 即 第 ”天 发 了 


剩 下 的 4 枚 奖章 。 问 运动 会 开 了 多 少 天 ? 一 共 发 了 多 少校 奖 
章 ? 
AFH, 82) 
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题 解 


Bl fE AABD 的 外接 
圆 ( 图 9-1), 因为 AA8D 是 锐 
角 三 角形 ， 所 以 外 接 图 图 心 O 
必 在 AABD 内 。 

先 证 明 Z ABCD H E 
个 项 点 C 必 在 OO 的 外 部 ， 

用 反 证 法 。 车 CC 点 在 @O 

H o E, WACS ASETE BD 的 
Bj W, k <BCD=180° - < BAD>90°, B 8 BCD 
= 一 B4D<<90", 所 以 两 者 矛盾 3 著 C 在 @O 内 ， 则 一 BCD> 
180° - 一 B4DD>90?", 世 与 <BCD= ZBAD<90° FE. W 
而 C 点 不 可 能 在 OO 上 ,也 不 可 能 在 OO 内 ,必定 在 @O 外 。 

Rak, W A4BD 的 外 接 圆 半径 为 尺 ， 我 们 来 证 明 : 
口 4BCD 被 四 个 贺 K.. K,. Ko, Kp 覆盖 的 充分 必要 条 件 为 
RE1, | 

先 证 必要 性 ， 设 [ABCD 被 Ks、Kp、Ko、Kp MH, 要 证 
明 R<1. 用 反 证 法 ， 设 R>1， 即 O4= 0B=OD>1, 那么 
 BLK..K,. Ke 不 可 能 覆盖 点 DO .又 因 点 C 在 @O bh, MA 

OC>R>1. Bl K. 也 不 可 能 履 盖 点 O 〇 ,但 O AE A-ABD 内 ， 
因而 在 JABCD 内 .这 就 是 说 , 己 4BCDD 内 至 少 有 一 点 G 不 
能 被 Kas K, Ko 天 np 所 覆盖 ， 与 假设 矛盾 ,因此 R> 1 为 不 
TBE. IE RSI. 

再 证 充分 性 . 设 玉 过 1, 要 证 明 OABCD 被 Ka, Ka Kos 
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K AA.A O AABD W Za EER, 虽然 , 这些 垂 线 
分 别 将 对 应 的 各 进 平 分 。 这 三 条 垂 线 与 三 条 半径 O A. OB. 
OD 将 AABD 分 成 六 个 直角 三 角形 ， 并 且 每 个 直角 三 角形 
的 斜 边 等 于 半径 尽 。 由 于 直角 三 角形 的 任 一 顶点 到 该 直角 二 
-角形 的 任 一 点 的 距离 不 大 于 斜 边 , 所 以 AABD 内 任 一 点 M ， 
必定 与 某 一 个 顶点 的 距离 不 大 于 尺 ， 于 是 以 对 应 的 这 个 项 
点 为 圆心 ， 以 工 为 半径 的 圆 就 覆盖 点 M。， 因此,， 当 K<I 时 ， 
AABD 被 K. Ky. Ky 覆盖 ,由 对 称 狂 可 得 ，ACDB W Ken 
Ky. Ky MH., ABCD gk Ka, Ker, Ko, Kp 覆盖 。 

最 后 ， 我 们 来 证 明志 1 的 充分 必要 条 PE Æ ascosa 
+ 3 sina, 

# AABD 中 ， 由 一 二 之 有 = 2 及 ,可 得 


_ BD 
T 2sinZ BAD ` 
Xü AD=1, AB=a, ZBAD= a, 可 得 
BD=.Z/1+ a’ —2acose ， 
从 而 得 R= v 1+ aš — 2acose 
2sinae ° 


B], RS 的 充分 必要 条 件 是 
vV 1+a?~ 2acosa <1. 


2sinc 
解 这 个 关于 a 的 不 等 式 ， 得 
cosa — 3sino<a<cosae+w 3 sine, 
因为 a= AB> ADcosa = cosa, 所 以 


cosa — ww 3 Sina Ka 
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总 是 成 立 的 ， 
这 就 证 明了 ， 
acosa +Z 3 sina 
Æ RSI 的 充分 必要 条 件 ， 从 而 也 就 是 r ABCD 被 贺 Ki. 
Ky. Ko. Ky 覆盖 的 充分 必要 条 件 . 
A 题 2 设 AB 是 四 面 
I # ABCD 的 最 大 棱 ( 图 
9-2)， 这 时 AACD 5 
ABCD 的 各 边 都 不 大 
于 1, 设 CD=a<1, 这 时 
容易 证 明 ， ABCD 的 高 
BE 与 AACD 的 高 AFI 





2 
<J - 
= 1 4 


四 面体 的 体积 为 





= 去 '[3- (1-a)-2(1-a)?—a(1-a)?]. 
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当 0<a<1B8,3-(1-a)—-2(1-a)2- a(1—-a)2<3, 


y. 1 
.. < 
"524 3, 


Bp vsi. 


题 53 ` C,-Ce=p(p+1)-q(q+1) 
= (bp*+ p) — (q° + q) 
=(b-q)(p+q+1), 

.. (C, ~C) Cni Cr) (Cmrn — Cx) 
=[(m+1-k)(m+1+k+1)] 
eE(m+2-k)(m+2+k+1i)]eee 
s[(m+n-k)(m+n+k+1)] 
=[(m-—R+1)(m-—R+ 2) (m — + n)J 
` [[m+ Rt+2)Cm+trh+ 3) (m+ k+n+1)3J. 

而 C, |C... A= (1-2). (23)... Tne (n+ 1)] 
=n1* (n+1)1, 

所 以 要 证 明 (Co Ct Cnr -Creel Cna 一 Cx) 能 被 

C isC. =. C, 整除 ， 只 要 证 明 

n 
.m+ ht+2) (m+th+ 3) mthRtntl) 
(nt 1)! 

是 整数 就 可 以 了 ,而 要 证 明 这 个 事实 ,只 要 证 明 
_(m—-k+1)(m—-R+ 2) (m— R+ n) 5 

nı 
(m+ k+2)(m+ R+ 3)“ (m+R+n+1) 
(n+ 1)! 
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都 是 整数 就 可 以 了 ,下 面 我 们 分 别 给 予 证 明 ， 
一 方面 ， 因 为 (mm 一 hk+ 1)(m-k+2).… (m-k+n)ẸÈn 
个 连续 整数 的 积 ， 所 以 它 必 能 被 #1 整除 *. 因 此 ， 


(m—R+1)(m— R+ 2): (m— Ri+n) 
n! 





是 整数 ， 
另 一 方面 ,因为 从 (mi +R+2z+1) 个 不 同 元 素 中 取 (2+1) 
个 不 同 元 素 的 组 合 数 


nt1 . 


C 


m+k+nñ+1 
_ (m+ h+1)(m+hk+2)(m+ËR+ 3) (m+ R+n-+1) 
7 (n+1)! 
是 整数 , 而 已 知 m+h+1 是 一 个 大 于 n+1 的 素数 ,所 以 m+ 
k+ 1 不 能 被 分 母 (n+1)! 中 的 任 一 因数 整除 ,因此 (m+ 有 + 2) 
(mtkt (mtkR+n+1) 能 被 (n+1)! 整除 ， 即 





* 个 连续 整数 的 积 沁 能 被 ni 整除 ”这 个 结论 可 以 证 
明 如 下 ， 若 nn 个 连续 整数 中 有 一 个 为 替 ， 则 其 积 为 零 ， 显 然 
能 被 1 整除 ; 营 11 个 连续 整数 全 为 正 的 ， 设 其 最 大 数 为 记 
(pH ， 则 从 妨 个 不 同 元 素 中 取 了 下 个 不 同 元 豪 的 组 合 数 
Cp= pp Dp prt 是 整数 , 即 4. 个 连续 正 
整数 p(p-1)Xp—-2)-:(p-n+ 1) 3& n 整除 # nAi 
整数 全 为 员 的 ， 则 将 每 个 因数 变 号 就 可 转化 为 上 述 情 况 得 以 
LERA, 
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十 十 
em. R+2)(m Ain (miktntD 是 整数 。 

综 上 所 述 , 即 得 (Cn -CoCora Cp) (Chrn— Cr) 
能 被 C1:C,…C, 整除 ， 

题 4 分 析 : 如 图 9-3, 设 A4BC 外 接 于 A4,B,C。, B. 
AABCoAAB C, WA ZA= ZA, Z¿DB= ZB,, ZC= 
<Ci. MLA ADEA B,C, 1753 B] 8 8 3 T < A, BJ 2 JEA 
BonC。 E, 点 C 必 在 以 A.B, 33581 8 a 38 2 C , 的 弓形 弧 
AomB。 上 (AomBo、BonC 都 在 AAoBoC。 外 ). 这 时 ， 过 已 点 
任意 作 一 条 直线 ,与 弓形 弧 包 nC, AmB, 分 别 相交 于 点 4、 
C ,再 作 直 线 AC, 与 C4, 设 它们 相交 于 点 8, 所 得 的 AABC 

便 满足 题 给 的 前 两 个 条 件 。 
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为 使 作出 的 A4BC 是 面积 最 大 的 一 个 ， 关键 在 于 确定 
AC 的 位 置 . 因为 上 面 作出 的 任意 三 角形 都 是 相似 的 ( 均 相 似 
于 AA4,BiC,)， 所 以 只 要 使 作出 的 三 角形 的 一 条 对 应 边 长 最 
大 就 可 以 了 。 设 弓形 线 nG, 的 圆心 为 0,, AmB, H ELOA 
0。, 作 O, H, LAB,, O,H, LCB,, BERIA H,.H,. W 
3⁄ H, H, R. O,O, 在 AC 上 的 射影 ,显然 有 H H,<O,O0,, 
当 且 仅 当 ACH O0,0, 时 ， HIH. = 0,0, 为 最 大 。 XA B,C 
=2B,Hs, AB,=2H,B,, Wk AC = AB, +t B,C =2(H,B,+ 
B,H,)=2H,H,, 所 以 要 使 AC 最 大 ,必须 且 只 须 H H, 最 
大 ， 也 就 是 必须 且 只 须 4C / O10,. 由 此 可 得 作法 。 
作法 ，( 图 9-4) | 
s O Æ AABO, WHE BC ERAAN < A, 的 弓 
EN 所 mnC。, 设 圆心 为 0 在 A.B, LERAM ZC, 的 马 
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EM AmB,, 设 圆心 为 0，. 

@ 过 B, 作 ACYJ 010, 与 弓形 弧 记 nC。、AomB, 分 草 
XT A, C; 

© 连结 CA, AC, 并 延长 相交 于 点 互 。 则 AABC 即 为 
所 求 作 的 三 角形 。 | 

证 明 (HR). 

题 5 ”因为 对 于 任意 正 偶数 +， 

ai200=1 2 8)， 

等 号 当 且 仅 当 a, = 0 时 成 立 ， 所 以 对 于 不 全 为 零 的 实数 a， 
(1?=1,2,…,8), 必 有 


c= > a?>0 (mn 为 任意 正 偶数 )， 
因此 由 题 给 条 件 可 知 ,能 使 c, = 0 的 正 整数 “不 可 能 为 偶数 ， 
而 只 可 能 为 奇数 。 
n, 对 应 的 cn 天 0， 所 以 必 有 无 限 多 个 正 奇 数 n, 对 应 的 


c. = > a 等 于 零 . 在 此 基础 上 ， 我 们 可 以 进一步 证 明 ， 作 
kaa, as 能 分 成 四 对 ， 每 一 对 是 互 为 相反 的 数 ， 

用 反 证 法 ,假定 a1,0、…、 as 中 存在 着 不 成 这 种 对 的 革 
些 a,, 设 这 些 a, 中 最 大 的 绝对 值 为 5(6>>0) ， 养 设 甩 个 为 
6 ,9 个 为 -6b,p 寺 q. AT p-a >l. 这 时 , 八 个 数 41、a，、 
oas 可 以 分 为 三 类 ,第 一 类 是 绝对 值 大 于 6 的 数 (如 果 存在 
的 话 )， 由 候 设 可 知 ， 它 们 是 成 对 出 现 的 (每 一 对 互 为 相反 的 
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数 ) ,因而 它们 的 奇 次 短 之 和 等 于 零 ， 第 二 类 是 绝对 信 等 璐 六 
的 煌 ， 它 们 的 奇 次 轿 之 和 为 (bp -- 9)b"， 其 绝对 值 等 于 |p 一 al 
b", 第 三 类 是 绝对 值 小 于 5 的 数 ， 设 其 绝对 值 最 大 为 d ， 显 
然 2>ad>0， 且 其 个 数 小 于 8 ， 它 们 的 奇 次 智之 和 必定 大 于 
一 8aq"。 所 以 可 得 








> [p-a] -ad 


对 于 充分 大 的 奇数 ， 必 有 |co[>0， 事 实 上 ， 车 取 m>> 


lg16 
Igb _ lgd 9 A 


b 
d 


Bp (5) >16. 


nlge--->lg16, 


由 le-a 之 1 可 知 |p-9| -+2+, B 








16= 一 一 > 3 
> 1p— ga| —— 
(4) > š 1 ? 
Ip-q| - > 


即 有 le,l2>|p-ql:b"-8d*2+b">0, 
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这 就 是 说 ,从 n= | 58 | + 1* 以 后 的 全 部 奇 次 睾 之 和 c, 


均 不 等 于 零 ， 与 已 知 矛盾 . | 
这 就 证 明了 ， G.G... Gg 这 八 个 数 可 以 分 成 四 对 ， 每 
一 对 互 为 相反 的 数 。 从 而 对 于 任意 正 奇 数 n ， 对 应 的 C= 


a; 都 等 于 零 . 由 此 即 得 : 所 求 的 正 整数 为 一 切 正 奇 数 。 


í =1 


题 6 ”我 们 先 考察 第 (nk) 天 。 设 在 第 (nk) 天 还 剩 奖 
章 x,-* 枚 。 由 题 给 发 奖 规律 可 知 ， 这 天 要 发 奖章 (n-k) + 


i Exar (2-A) 枚 ,发 奖 后 在 下 一 天 即 第 (as- + 11232 3N F 
的 奖章 数 为 


Kn-ktii= Xn-gk— (n-b)- [x =a (n-k) 
= r-n+k), 


Xnr Eau h +n. (1) 


又 由 题 给 条 件 可 知 ，Xx,= 71, 由 公式 (1) 可 得 


Knitn= nt (na 1), 


2 
xn-s= (Z) n+ Tn 1) + (n-2), 





* [a] 表示 不 大 于 a 的 最 大 整数 ， 例 如 [5.6]=5。 


123 


一 般 地 ， 
“Q (I (Papa. 
+ (一 k+1)+(n-k) (2) 


其 中 R=0,1,2,…,n 一 1。 
我 们 来 证 明 等 式 (2) ,对 用 数学 归纳 法 , 当 = 0, 1 时 ,等 
式 (2) 的 成 立 已 如 前 所 证 ， 设 等 式 (2) 当 = 厂 1 时 成 立 , 即 有 


grin (1) (2) 001) +- 


oe (3) 


将 (3) 的 两 边 同 乘 以 ,并 加 上 "1, 由 (1) 得 


Xnr- = (Z)in+ (了 ) -DY+ ... 


上 1 二 CD 


这 就 是 说 , 当 R= 1 时 等 式 (2) 也 成 立 。 
当 &=?-1 时 ,等 式 (2) 就 是 


xi=( 了 )a+( 了 六 -TD+， “+2+1, (4) 
由 题 给 条 件 知 x: = m, 代 入 (4) 式 ， 得 
m= (T). + (7 GD ERTER (5) 


` , 3 
py? 
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=(n-6).(T)+6 
m=6(n-6)(7)+ 36. (7) 
因为 由 是 正 整 数 ， 所 以 6(x 一 6)"( 7 ) 是 整数 ， 即 


AT RREA T 与 6 互 质 ,所 以 -二 应 是 整数 ， 


即 ” 必 须 能 被 6 整除. XIN n EERS, ie n>6. 
当 xm6 时 ,有 








n-i 
|a -6| =n-6<n= 半生 4 2 <<62-1。 





而 由 jn 一 6| <6"! 可 知 ， 4 <1， 于 是 得 


n— 6 
-Sl -0， 





up n=6, 
代入 (7)， 得 
m= 36. 
容易 验证 ，n =6，m = 36 满足 本 题 要 求 。 
了 如， 运动 会 开 了 6 天 ， 一 共 发 了 36 枚 奖章 。 
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第 + FB 
FIANEREANEET-ANAFERNEA. 


# w t 


题 1 EH: 只 存在 一 个 三 角形 ， 它 的 三 边 长 为 三 个 连 
续 的 自然 数 ， 并 且 它 的 三 个 内 角 中 有 一 个 内 角 为 另 一 个 内 角 
的 两 倍 。 

(FHE) 

E2 设 p(x) 是 十 进 制 整数 x HAARR, WOR 
使 

p(x) = x2 — 10x— 22 
成 立 的 一 切 正 整 数 x ， 
(捷克 斯 洛 伐 克 》 

E3 gabc 是 实数 ,并 且 a 寺 0, 今 有 关于 未 知 数 2 、 
Xant Xn 的 方程 组 

axt+bx, +c= x, 


axi+bx,+c=X, 


ax* u ,+Oxn Litc=X, 
ax? +bDbx,Tc=xX,, 
并 设 A=(5-1)2- 4oc。 试 证 明 , 在 实数 范围 内 有 
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(D, 当 A<0 时 ,方程 组 无 解 ， 
(D 当 A=0 了 时 ， 方程 组 只 有 一 个 解 
(D 当 A>0 时 ， 方 程 组 有 多 于 一 个 解 。 
(保加利亚 ) 
题 4 ” 证明， 任何 一 个 四 面体 中 总 有 一 个 项 点， 以 这 个 
顶点 引出 的 三 条 楼 为 边 可 构成 三 角形 ， 
. (波兰) 
题 5 设 4 是 大 于 0 的 实数 , (x) 就 定义 在 全 体 实 数 x 
上 的 一 个 实 函 数 ， 并 且 对 每 一 实数 x 下 面 性 质 成 立 


fisto =. 


(D REN: BASO 是 周期 函数 , 也 就 是 , 存在 一 个 
实数 .6> 0, 使 得 对 每 一 都 有 
f(x + b)=f(%); 
(1) 就 a=1 举 出 一 个 这 种 函数 (x) 的 例子 ,但 是 7(2) 
不 能 是 常数 
(德意志 民主 共和 国 ) 
题 6 设 Lx] 表 示 不 超过 x 的 最 大 整数 。 试 对 任意 正 整 
ë n 计算 和 
之 [到 人 |. 


“1 (英国 ) 





题 fW 
题 1 设 A4BC 满足 题 设 条 件 , 即 AB=n,AC=n-1, 
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BC=n+1( 这 里 # 是 大 于 1 的 自然 数 )， 并且 AABC 的 肉 角 
x x= 
MH a 2a $ z — 3a[0<a= <=). 


由 于 在 同一 三 角形 中 , 较 大 的 边 所 对 的 角 也 较 大 ,因此 可 
能 出 现 的 情况 只 有 如 图 10-1 所 示 的 三 种 ， 


C 
c 
C 这 
2a 
AL 5g 4 TSB A B 
(a) (py (c) 





图 10-1 
sin( 和 一 3a) sin3a 4sinacoszw 一 Sinc 
sing sina sina 


: 2 
= 4cos2c — 1 = ( sin2e ) _ 1, 
sina 





yi pEpuput' pipak y ti O pA 


n _ Sin(G — 3a) = ( sin2a ) -1 
n-1 sina TN sina 





Amia nt- 5n= 0, Bln=5, 
同样 ,在 情况 (0) 中 有 
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n+i =( n 2o 
nl ` =r) L 


从 而 得 到 ,n? - 22= 10, 即 2 = 2。 这 是 不 合 要 求 的 ,因为 次 度 分 
别 为 1.2.3 的 三 条 线段 不 能 构成 三 角形 ， 

在 情况 (c) 中 有 

1 

从 而 得 到 ，+? - 3 -1= 0， 但 是 这 个 方程 没有 整数 解 ， 因 而 
也 不 存在 满足 题 设 条 件 的 三 象形 . 

综 上 记述 ， 满 足 题 设 条 件 的 三 角形 的 三 边 长 只 有 4、 5.6 
三 个 自然 数 、 

再 来 证 明 这 样 构成 的 三 角形 的 三 个 内 角 中 确 有 一 个 内 和 角 
是 另 一 个 内 角 的 两 倍 。 


由 余 葡 定理 可 得 
24 z 
cosB = XEXE = OEST 
-4 +t57-6? 1- (>y - 
cos 4 = 2X4X5 = = 2x 了 1 


= cos2B, 0<A <> 


所 以 A=2B. 
E2 设 十 进 制 自然 数 *x 的 数码 个 数 为 n ; FHE x 满足 
题 设 条 件 ,于 是 应 有 
p(x)<9", x2>>10"":, 
O #n=1, 则 有 p(x) = x, BB 


x*— 1l0x-22= x, 
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但 是 这 个 二 次 方程 没有 整数 解 , 故 知 ”不 能 为 1 。 
© #n=2, WA 
x? = 10x — 22 = p(x)<81, 
从 而 
x? —10x + 25 = p(<x) + 47128, 
|x—-5]|<.,/ 128 <12, 
— 7 < x <17; 
又 因为 x>10, 所 以 
10=<x=16, 
另 一 方面 ， 由 
plx)+47= (x —5)2<128, 
可 知 , p(x) + 47 是 一 个 整数 的 平方 , 并且 不 大 于 128 ,可 以 就 
x=10,11,12,13,14,15,16 逐一 检验 如 下 ， 








x 10 1 12 B Ha 15 16 
pix) 0 1 2 3 4 5 6 
plx) + 47 | 4 48 49 5 5 52. 53 


由 此 可 见 ,只 有 *= 12 符合 要 求 .不 难 验证 ,这 个 数 满足 题 意 。 
© #n>2, WA x 之 10”“!。 故 有 
0<10"" 1 - 5&%—5, 
(10" 1 一 5)2<S(X 一 5)2， 
p(x)= (x—5)2- 47 之 102" — 10" — 22, 
另 一 方面 ,由 n2>2 可 知 103221000,10"-2? — 228, We 
10"(10""° —2)2>8000. 
从 而 有 p—Gwy210°"-2- 10" 22=10"(10""2 —2) 
+ 10" — 222>10” + 8000 — 222>-10", 
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但 是 这 与 bx) 魏 9" 艺 盾 ,所 以 + 不 能 大 于 2 ， 

综 上 所 述 ,满足 题 意 的 正 骆 数 只 有 YY=12. 

题 5 首先 讨论 使 各 x,(i=1,2,…, 7 相等 的 实数 解 。 
设 x;， =y(i=1,2,…,1n), 则 方程 组 变形 为 

ay2+(b-1)y+c=0, 

当 4 = (b-1)2?2— 4ac<0 时 ,方程 没有 实数 解 ; 当 420 
时 ,有 
1 一 tw A 

2a 

并 且 当 4 =0 时 ,有 相等 的 实数 解 ; 当 4>>o 时 ， 有 两 个 
不 等 的 实数 解 。 

下 面 证 明 ， 当 4<0 时 ， 原 方程 组 不 会 再 有 其 他 的 实数 
解 .为 此 ,将 方程 组 中 各 方程 相 加 ,得 


J132 = 


u 


a 2211 b- 1)2 + nc = 0, (1) 
$=1 


这 里 ， x = > Xio 
f ç=1 
另 一 方面 ,由 于 
XI + KIX NX, (tf = 1,2,: n) 


当 且 仅 当 z, = Xj 时 等 号 成 立 , 从 而 可 得 


x? (5 Xa EONI 
SHIH z. x。 … x。 时 等 号 成 立 .也 就 是 说 ， 


xš =+ +k, R20, 
t=141 
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4 Hy 4 X =X, =+ = Xn 时 ,k= 0, 关于 R=0 的 情况 ， 上 面 
已 经 讨论 过 了 , 故 可 设 A>0。 过 时 方程 (1) 变 形 为 





x? 十 T (6-1) x r” tE +nk=0, (2) 





因为 set 二 0,A 声 0， 方程 (2) 的 判别 式 A’ = SA- 如 h 


0, 所 以 它 关 于 % 没 有 实数 解 ,从 而 原 方 程 组 关于 x1 ,xX,,…， 
Xn 没有 其 他 实数 解 ， 
题 4 设 四 面体 为 4BCD, 它 的 楼 长 分 别 为 
BC=a, AC=b,AB= c, AD=d,BD=e,CD=f, 
《图 10-2). 
不 失 一 般 性 ， 设 各 核 中 最 长 的 一 条 棱 是 4D=d, 因 此 必 
有 
d+e>f,d+tb>c,d+f>e,d+c>b; (1) 
另 一 方面 ， 在 AABD 和 AADC ,应 有 
c+e>d, b+f>d, 
由 此 可 得 


b+c+e+f>2d, 


上 式 表明 ， 下 列 不 等 式 至 少 有 一 个 
成 立 ， 

b+c>d, e+f>d. 
再 根据 (1) 便 可 断定 ， 以 点 4 CG 


刀 ) 引 出 的 三 条 棱 bc.d( 或 d.e Í) 
为 边 确实 可 以 构成 一 个 三 角形 。 图 10-2 
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题 5 (D 根据 题 给 条 件 我 们 有 
f(x+2a)=f[(x+a)+a] 


L. | fee< ay = tes ot] 
=+] + TG -ET 
-+ IGO TFI 

+ fx) 一 [HG 

= 二 + l feo + [feo P 


_ 1 1j 
= + |F ?| ° 





由 于 

FD =+ fa tfG = a) 12 => 
所 以 

|F- 3| = fO- 
从 而 由 (1) 可 得 ， 


f(x +2a)= OROT 


这 就 证 明了 f(x) 是 周期 函数 ,这 里 b = 2a, 
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(1) 


(I) 就 c=1L 举 出 周期 函数 f(x) 的 例子 如 下 ; 
Fo) = 了 (1+ ), 

这 里 周期 =2。 这 个 函数 符合 题 意 。 因 为 
fareti» |cos( TX +3) | 











cos 
2 




















2 2 
_ 1 TX 
= (1+ sin > t) | 
TX | mx | 
i/ cos] 1- cos z | 
2 2 ur 
1 + FOT] 


=+ tv fay- T. 
6。 首先 ,对 于 任何 正 整 数 n , 当 2 >n 时 , 必 有 有 
icl m AI, 
从 而 有 当 2 
n + 2k 
pto. 
WERA, TENERAN, AFRADER E 数 != 
[log,n1, 848 
当 &>!1 时 , [Zi] -o 


k 
当 h<1 时 , [e =o. o 


因而 所 求 的 和 为 ， 
- | p 
Sp]. SEs 
令 c = [52 e= 0,1,0,0 C, 是 具有 下 列 性 质 
的 正 整 数 四 中 的 景 大 者 ， 


n + 2" 


m= Sk+1 





BJ 2*tiyr -2 <n, (2) 
考 碟 下 面 的 数列 
K+1py, OF k=0, 1, .ls 
aim- (G l 2 o) (3 
由 于 每 一 个 对 应 数列 (3) 85 C, 项 ， 因 而 数列 (3) 的 项 数 
为 
Crs 
并 且 , 由 于 
2tt+im— 2 = 2t(2m— 1), 
所 以 ,数列 (3) 的 每 一 项 都 是 形 如 28(2m 1) 且 不 大 于 + 的 正 
整数 ， 
另 一 方面 ， 每 个 不 大 于 4 的 正 整 数 S 都 可 以 唯一 地 表示 
成 S=2*(2m -1) 的 形式 ,并 且 ， 在 这 个 表示 式 中 有 0 和 Rs)1， 


I<m<C,Í 因为 由 SSWA m>, REF mSS 
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"e „WAADT 0<hk=<1,3 H, m<| LAKA ]=c.). 


这 就 表明 ,1,2,…, 7 中 的 每 个 数 都 出 现在 数列 (3) 中 ,而 且 只 
岗 一 次 ,因此 ， 数 列 (3) 的 项 数 为 fi ， 
于 是 


Cr =n, 


k=0 


从 而 所 求 的 和 为 


n+2"]_ 
peri =n, 
k= 


第 十 一 届 


第 十 一 届 国 际 数学 奥林匹克 于 一 九 六 九 年 在 罗马 尼 亚 举 


行 


题 1 EH, 存在 无 限 多 个 自然 数 a F. 有 下 述 性 质 ,使 
得 对 一 切 自 然 数 2 ， 数 
z=nt +a 2 yi 
不 是 素数 ， 


+ ` 


(德意志 民主 共和 国 ) 
题 2 Waqay, a, 都 是 实 常数 ， x 是 一 个 实 变数 ,又 


1 


f(x) = cos(a, + x) 十 J eos (a, + x) + 2: 


cos (qd, + x) 


T+ + =ar cos(a, + x), 试 证 ， 从 


Fx) = f(x,)=0 
可 推 得 
x, — x, = mz, 
Rim E — 3238. 
(向 牙 利 ) 
题 3 为 了 使 R 条 楼 的 长 度 为 Ga, 其 余 6 -8 条 楼 的 长 度 为 
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1 的 四 面体 存在 , 正 实数 a 必须 满足 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
WA k=l, 2, 3, 4, 5 分 别 讨论 之 ， 
《波兰 ) 
题 4 设 》 是 以 绥 段 .AB 为 直径 的 半圆 CIE H 
4 了 不 同 的 一 点 , 呈 是 C 到 48 的 垂 线 的 牌号 ,又 设 y: ys、 ys 
是 三 个 圆 ， 它 们 有 一 条 公 切 线 4 五， 并 且 y, 是 A4BC 的 内 
切 圆 ,而 y, 和 ys 都 与 线段 CD 和 半圆 》 相 切 . 试 证 , BD y, 
YY 还 有 第 二 条 共 切 线 . 
(荷兰 ) 
题 5 ”已 知 一 平面 内 有 ?个 点 (?>>4)， 其 中 没有 三 点 在 
一 直线 上 ， 试 证 ， 至 少 可 以 找到 Ci- 个 以 上 述 点 为 顶点 的 
HAE. 
(EF) 
题 6 证 明 ， 对 满足 
X,20,x,2>20,x iy í —2120,X2,y, ~ 22220 
的 一 切实 数 xi ,xs、y1、y;、z21、22， 不 等 式 
8 
Cx, +x Y, Ty.) U (ZI +Z.) 
< 
XI1Iy1 一 231 Xayz 22 
成 立 , 并 且 给 出 式 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 。 
(苏联 ) 


题 f 
题 1 令 4=4k', 其 中 为 大 于 1 的 自然 数 ， 于 是 有 
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z=nt+a=nt+4h 
= (n? + 2R2)2 — ¿n2R2 
= (n? + 2k? + 2nk)(n? + 2k? — 2nk) 
=[(n+k)? +R JEn- R)2 + Rh21, €D 
由 于 >11, pr Ao B 2828 n 都 有 
(n+ R)2220, (n —R22>20, 
从 而 
(n+ k)? +k?>1, (n-k)? + h2>1, 
也 就 是 说 , 式 (1) 右 端的 两 个 因数 都 大 于 1 .因此 , 当 a=4&*， 
并 且 AR>1 时 ,对 一 切 自然 数 n , 数 
z=n' +a 
ERA. 又 因为 大 于 1 的 上 自然数 有 无 限 多 个 ， 所 以 数 a= 
4k* 也 有 无 限 多 个 ,此 时 ,对 一 切 自 然 数 nn, 数 z= nt + a 都 不 
是 素数 ， 
题 2 ”首先 证 明 函 数 /(x) 不 局 等 于 零 。 
由 于 对 一 切实 数 x* 忆 有 cos(as+%) 之 -10= 1 2，…7m)， 





故 有 
1 (a +xy+ 1 (a, 十 %) 十 ,十 1 (a, + X) 
> OS 2 EA 3 D1 COS(Gn++ x 
1 1 1 
= š 一 - zazi 
1 
== l+- 


又 因为 总 存在 一 实数 x, {E cosia, +xo)=1, 所 以 


f(x.)2=cos(a, + x,) - 1+ —L— = — 


于 
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这 就 证 明了 鲨 数 /(x) KETE. 
其 次 ,根据 加 法 定理 可 得 


1 
f (x) = cosxcosa, + y cosxcosa, + ee 
1 . N 1 .: : 
+ gi COSXCOSG, — sinxsina; — +-sinxsina, 
l  ， ， 
-sinxsinan 


1 
= cosz( COSG1 + > Coss + +. 十 -yr cosa, 一 


~ Ssinx(sina, + + sind, 十 … + — sinq,). 





2 

令 b= cosa, + + cosa, + tsan, (1) 

c= sina +L sina, + + + 1 sina (2) 

一 1 z n=l n. 
2 2: 

(显然 ,5b 和 c 是 常数 ) ,于 是 有 

f(x) = beosx — csinx 。 (3) 

由 题 意 知 

f(x1)=f(x,)=0, 
亦 即 

Dcosx, — csinx, =0, (=1、2) (4) 
另 一 方面 如 果 


b5*+c2=0, . 
那么 6=c=0， 从 而 由 (3) 可 得 对 于 x 的 一 切实 数 信 有 fx) 
= 0, 上 面 已 经 证 明 , 这 是 不 可 能 的 。 也 就 是 说 , b? +c* 寺 0, 因 
B, PJ DL vo? +c 除 等 式 ( 生 的 两 端 ,得 
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TETT, -gegin = 0, (i=1,2), (5) 


著 取 一 -实数 2 ， 使 





c 
—= cosz, ——— sinz 
vb? +c2 vo? +e? , 


则 由 式 (5) 可 得 
COSZcOSX, —sinzsinx, = 0, (i=1,2) 
即 
cos(x; +z)=0, G =1,2) 
由 此 可 得 ， 
xi tz= 5 tti, Xatz= tim, (6) 


其 中 和 ts 是 整数 .由 (6) 式 可 得 
X= X, = (š, — L,)3 = ma, 
Hp m=i -i, ERR. 
E3 我 们 按照 以 下 顺序 讨论 ， 
k=1, k=5, k=2、 k=4, k=3. 
情形 1 :k=1。 
首先 来 找 必要 条 件 。 假 定 
四 面体 43CD 具有 题 中 所 给 
的 性质 ,不妨 假设 
AB=a, AC = BC= AD 
=BD=CD=1, 
HFZAEWALMKF 
图 11-1 第 三 边 ， 故 可 得 到 初步 的 必要 
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条 件 
0 <a<2, 
BE AB 的 中 点 是 M， 于 是 


CM= DM= J1- 


在 ACDM 中 有 
CM+ DM>CD, 


2 1 -Se>1, 
Bp a? <3, 
这 样 就 得 到 了 更 确切 的 必要 条 件 ， 
0<a< 3. (1) 
条 件 (1) 也 是 充分 条 件 。 因 为 ， 如 果 条 件 避 ) 成 立 ， 那 么 
必 有 


故 可 得 


1+1>a, 1+a>1. 
从 而 可 知 存 在 一 个 A4BC， 使 得 
AB=a<w 3, AC= BC=1, 
设 点 MY 是 线段 AB 的 中 点 ,在 AABC 的 平面 外 取 一 点 万 ， 使 


DM=CM= fı - s, CD=1, 


由 于 

CM+CD>DM, DM+CD>CM, 

CM+ MD>CD, 
故 存在 一 个 ACMD, 又 由 于 ACMD 的 平面 可 以 与 A4BC 的 
平面 垂直 ,从 而 可 知 ， 在 AABC 的 平面 外 存在 一 点 DD， 使 得 
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AD= BD= CD=1。 这 就 天 明 ， 条 件 (1) 也 是 四 面体 ABCD 
存在 的 充分 条 件 。 

情形 2 :AR=5， 

这 情形 可 以 归结 为 好 = 1 的 情形 , 因为 , 在 讨论 中 只 要 把 
长 度 为 a 的 棱 和 长 度 为 1 的 楼 交换 就 行 了 .所 以 ,这 情形 下 的 
充分 必要 条 件 是 


O03<V3 M a>, (2) 


情形 3 :A= 2, 
HTH a 必须 满足 的 充分 必要 条 件 ， 分 别 讨论 下 面 两 
种 情况 ， 
O 长 度 为 a 的 两 条 楼 同属 于 一 个 三 角形 ,不 妨 假 设 
AC= BC=a, AB= AD= BD= CD:=1. 
根据 AABE 中 的 三 边关 系 ， 可 得 到 初步 的 必要 条 件 ， 


2>] 有 即 a> . 


仍 设 楼 AB 的 中 点 是 NM ,于 是 在 ACDM 中 有 
CD+ DM>CM, 
从 而 有 


az<<2+w3， 
0<a<wv2+w3。 (3) 
另 一 方面 ， 在 ACDM 中 又 有 
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DM+ CM>CD, 








从 而 有 

V3, Ja l 

wi - 1 

a -1>1-wV3+3, 

a>- 3, 

a> 2-. 3. (4) 
于 是 得 到 更 确切 的 必要 条 件 : 

V22 3<a< 2 + 3. (5) 

条 件 (5) 也 是 充分 的 ,因为 ,类 似 情形 1 中 的 讨论 可 知 , 在 

在 ADMC, 从 而 也 存在 四 面体 ABCD. 


所 以 ， 条件 (5) 是 这 情形 下 的 充分 必要 条 件 .。 
© 长 度 为 a 的 两 条 楼 不 属于 同一 个 三 角形 。 
不 妨 假设 
AB=CD=a,AC= BC = AD= BD=1. 
根据 A4BC 中 的 三 边关 系 ， 可 得 到 初步 的 必要 条 件 
0 <a<2, 
在 ACDM 中 有 (CM 是 AB 的 中 点 ) 


CM= DM= , i - %, CD=a, 


èk 21 -Ż>a, 
2a <d, 
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这 样 就 得 到 了 更 确切 的 必要 条 件 : 
0 <a 2 (6) 
条 件 (6) 也 是 充分 条 件 。 因 为 类 似 情 形 1 中 的 讨论 可 知 ， 
当 此 条 件 成 立时 ,具有 所 述 特征 的 四 面体 是 存在 的 ， 
综合 和 名 的 讨论 可 知 ， 对 =2 的 情形 ,存在 具有 所 述 
特征 的 四 面体 的 充分 必要 条 件 应 该 是 (5) 和 (6) 所 给 定 的 正 实 
数 集合 的 并 集 , 因而 , 对 &= 2 的 情形 ， 所 要 找 的 充分 必要 条 
件 是 
o<o<v3TVZ 了 . (7) 
情形 4 : k=4, 
这 情形 可 以 归结 为 =2 的 情形 .因为 ， 在 讨论 中 只 要 把 
KEA a 的 楼 和 长 度 为 1 的 楼 交换 就 行 了 。 所 以 ， 在 这 情形 
下 的 充分 必要 条 件 是 


0< 二 <wv3+V73， 


1 


即 TYP” “2-3. (8) 
情形 5 :k=3。 
D .为 了 找 出 o 必须 满足 的 充 
分 必要 条 件 ， 分 别 讨论 下 面 两 
种 情况 : 
O 长 度 为 1 的 三 条 楼 同 
AS C 属于 一 个 三 角形 。 
不 妨 假设 


AB= BC= CA=1, 
DA= DB= DC =a, 
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设 正三 角形 ABC 的 重心 是 S$ ,于 是 DS 垂直 于 A4BC 所 在 
的 平面 ， 因 市 


由 此 可 得 必要 条 件 是 
aP 2, (9) 


条 件 (9) 也 是 充分 条 件 。 因 为 ， 如 果 条 件 (9) 成 立 ， 则 在 
AABL 的 平面 外 存在 一 点 九 , 使 得 点 娓 与 A4BC 的 重心 S 的 


联 线 SD 垂直 于 AABC 的 平面 , 并且 SD= Je- at- (3Y 3 ) ， 


也 就 是 说 ， 四 面体 ABCD 是 存在 的 ， 
© KEA a 的 三 条 楼 属于 同一 个 三 角形 ， 
不 妨 假设 ， 
AB= BC=CA=a, DA= DB= DC=1, 
类 似 中 可 得 


SD= J 1- (a), 


由 此 得 到 必要 条 件 : 

0<a<3。 (10) 
同样 ,这 个 条 件 也 是 充分 条 件 。 

除 上 述 @ 和 加 两 种 情况 外 ,其 他 情况 无 需 讨 论 了 、 因 为 ， 

对 &= 3 的 情形 ， 由 条 件 (9) 和 (10) 所 确定 的 正 实数 集合 的 并 
集 是 全 体 正 实数 集 

a>0. (11) 
所 以 ,对 R= 3 的 情形 ,所 要 找 的 充分 必要 条 件 是 (11)， 
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综合 上 述 ， 具 有 题 中 所 给 特征 的 四 面体 存在 的 充分 必要 
条 件 是 : 


当 R=1I 时 ,0<a< 3， 
当 R=2 时 ,0<a<wv 了 +-= pV + 2), 
214 k=3 时 ,0 之 a， 


当 h=4 时 ,a>v 2 了 =+G/6- 2), 


当 R=5 时 ， >È, 


题 4 RE y 的 圆心 为 M, PRA r, AME AB kE 
的 正 射影 为 N G= 1.2.3), B] y #JBL 2 O ,并 记 
BC=a, CA=b, AB=c¢, 
-AD=p, DB=g=c-p, 


a+b+c _ 
2 


又 设 点 N, 在 线段 AD 内 ,点 N, 在 线段 BD 内。 
首先 计算 半径 ro fs 和 六 。 
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因为 N, BI y: 在 A838 上 的 切 点 , 记 以 在 rt. AOM, N, 
中 有 


N,O=N,D+DB-OB=r, +q- $, M,N, =r. 
同样 地 ， 因 为 圆 y, 和 半径 为 -2 的 园 》 内 切 ， 所 以 


OM, = r 
从 而 由 勾 股 定理 可 得 ， 


C a c 2 
人 


即 
ce? c? 
(ra +q)? ~cgq- cert i tris U LU tri, 
出 此 可 知 
(r, + g)° = cg, 
又 因为 ADB.DB=CB2:, B) cq= 4， 所 以 
(r, +q)*= a°, 
HF r, +q>>20, a>—0, RA 
rx tq=a, 
Bp 72 二 G 一 9 (1) 
类 似 地 ,由 rt, AON; M; 可 得 
r = b= p. (2) 


因为 圆 y 55 rt. A ABC 的 直 前 边 AC. BC 分 别 切 于 点 
T 和 7 了:， 所 以 四 边 形 CT, M,T', 是 正方 形 ， 从 而 M T = 
CTi; 又 因为 CT + AN, + BT, =s, AN, + BT,=c， 所 以 ， 
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CTy=s—c, W 


ri 一 S 一 C， (3) 
其 次 ,由 (1)、(2) 和 (3) 可 得 f 


FMN, + MN) = 3 Cr + ra) 
= 3(a-g+b-p) 


= (a+b-c) 


=s—-c= M,N., | (4) 
LBN, + BN.) = (q+ ra + q=— ra) 


= 地 (2g+a- q-b+p) 


= 


由 (5) 可 知 ， NERENN h A, MT HCO A, M, 
是 线段 M.M, 的 中 点 ,也 就 是 说 ,三 点 Mi MaM, 在 同一 条 
ERE. 由 此 可 见 ， 直 线 4 已 关于 直线 M,M, 的 对 称 直 线 世 
HZA yY y 相 切 。 这 就 证 明了 ， 这 三 个 图 除了 公 切 
线 48 外 ， 还 有 第 二 条 公 切 线 . 

题 5 首先 讨论 =5 的 情形 ,这 时 C1_，。= C3=1, WR 
要 找 出 一 个 凸 四 边 形 就 行 了 .可 以 分 三 种 情况 讨论 如 下 ， 

O 给 定 的 5 点 就 是 一 个 凸 五 边 形 的 顶点 ,显然 ， 这 5 点 

中 任意 4 点 都 是 是 四 边 形 的 顶点 ,故此 时 命题 成 立 ， 

© 给 定 的 5 所 中 有 4 点 是 一 个 止 四 边 形 的 顶点 ,另外 一 
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点 在 此 四 边 形 内 部 .显然 ,此 时 
命题 也 成 立 ， 

®© 给 定 的 5 点 中 ,有 2 点 
ODMRE) 在 另外 三 点 (点 
4 点 了 和 点 C ) 所 构成 的 三 角 
形 内 部 。 此 时 由 题 意 知 ， 直 线 
DE 不 会 通过 点 4、B、C, 即 图 11-4 
直线 DE 必 与 AABC 的 两 条 边 分 别 相交 于 点 己 和 Q ,不 妨 假 
PAPERE AB 内 ,点 QQ 在 线段 AC 内 .由 此 可 知 ， 四 边 形 
BCED 的 对 角 线 BE 和 CD 都 在 它 的 内 部 ,所 以 ，BCED 是 
MARÉ. 

这 就 证 明了 ， 已 知 一 平面 内 有 5 点 ， 并 且 其 中 没有 三 点 
在 一 直线 上 ， 则 至 少 可 以 找到 1 个 以 给 定 的 点 为 顶点 的 凸 四 
边 形 ， 

再 来 讨论 n>4 的 情形 。 这 时 给 定 的 + 个 点 的 集合 有 C5 
个 不 同 的 5 个 点 的 子 集合 ,由 上 面 的 讨论 可 知 ,每 个 子 集合 至 
少 有 一 个 以 该 子 集合 的 点 为 顶点 的 凸 四 边 形 ,因而 可 得 出 C8 
个 西 四 边 形 ， 然 而 ,这 些 凸 四 边 形 中 可 能 有 些 是 相同 的 ,因为 
对 其 中 每 个 凸 四 边 形 来 说 , 它 的 由 个 顶点 与 另外 # -4 个 点 中 
的 某 一 点 可 构成 一 个 5 个 点 的 子 集合 ， 因 而 每 个 凸 四 边 形 
的 顶点 至 多 属于 n- 4 个 5 个 点 的 子 集合 , 由 此 可 知 , XPA 


四 边 形 的 总 数 大 于 或 等 于 -二 G3。 








, _ 1 
设 J(n)= —— 


我 们 证 明 ， 当 22>4 时 ， 有 





Ch, gin) = C3 gs 


151 


fengin). 
首先 ， 不 难 验证 
f(5)=9g(5), f(6) = g(6) 
其 次 ， 由 于 
fO) =g) = nn Dn- 2)(n— 3) 


1 
rra 3)(n- 4) 
=g- 3)[n(n—1)(n—2)-— 60(n- 4)], 


并 县 ， 当 n7 时 ， 
n(n- 1)(n—2)= nš — 3n° + 2n 
= (n:+n+6)(n— 4)+ 24 
=[n(n+1)+61](n— 42) +24 
60(n~ 4) + 24, 
故 知 当 ”之 7 时 ， 
f(n)>g(n). 
这 就 证 明了 , 至 少 存在 Cia 个 以 给 定点 为 顶点 的 凸 四 边 形 。 
注 : 实际 上 ,我 们 证 明了 更 强 的 结论 ， 当 n2>6 时 ， 至 少 
存在 一 二 C3 个 凸 四 边 形 。 


题 6 $ 
D i =x iyi =z120, D,=x,y, —222>0, 





于 是 有 
X =D, +27, Xy = D,+ zs. 
题 给 的 不 等 式 左 端的 分 母 可 恋 形 为 


S tY, tya) (21 +z)? 
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因此 有 


又 因为 


所 以 


=D,+D,+x,y, t Xay) —22,2, 























= D+D,+ _ X, ys + Xy, —22,2;, 
+ 2$)-22,2; 

_— x, 2 _ TY a 
=D,+ D, +( x D, 2V DT ) 

+ 2v D,D, + Ni z2 + 2 ee 

1 2 x, 2 x, 1< 2 

— -一 — 2 十 E7 

=(/ D, +V D ,)* + 











We 








x. 
(1) 
o 8 o - 
(X, +X,)(y t y,)— (2, +2)? 
a . (2) 
< D. + Da 7 
ZD + D,22%D,D, ， 
1 1 2 
— o> ===, 
D, D, ZD D; 





8 
a —— = — .-—— + 
(ZD + D, vD D, `D, D, 


由 (2)《3) 即 可 得 出 要 证 明 的 不 等 式 。 


了 53 


进而 讨论 不 等 式 中 等 号 成 立 的 条 件 。 在 (1) 式 中 ， 等 号 成 
立 的 充分 必要 条 件 是 











1 
J2 z- 0， (4) 
x° Xi 


亦 即 x D,=x,v Dis XZ = Xs, (5) 
在 (3) 式 中 ,等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 
D = b.. (6) 


由 (4)、(5)、(6) 可 知 , 题 中 所 给 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充分 必要 
条 件 是 


D,=D,, X=X,, 21=2,, 
也 就 是 


Xi=Xoy Yi= yi, 21= Zs. 
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第 十 二 届 
第 十 二 局 国际 数学 代 林 匹克 于 一 九 七 O 在 匈牙利 举行 


w 赛 题 


题 1 ZAME AABC 的 AB 边 上 的 任 一 内 点 , rifos 
r 分 别 是 人 AMC、ABMC、AABC 的 内 切 图 半径 ; aigas a 
分 别 是 这 些 三 角形 的 在 LACM, BCM, < ACB 内 的 傍 切 
加 半径 。 试 证 ; 


(波兰 》 
E? 设 a.6,n 都 是 自然 数 , HH >, b>1, n> 
Anı A A Ea 进 制 数 ,B,-! 和 BB 是 5 进 制 数 ,并 且 A,-，、 
A,.B,-, A B, 呈现 如 下 形式 : 
An- =Xn-1Xn-2' Xo, An = XnXn "Xo, 
(a 进 制 的 位 置 表 示 法 )， 
B... = Xn iXn amXo) 盏 =Xnaxn-l to 
(b 进 制 的 位 置 表示 法 ); 
并 且 x,=c0, x, 0, 试 证 ， 当 06 时， 
= < Bn (罗马 尼 亚 ) 
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题 3 设 {an} 是 具有 A 下列 性 质 的 实数 列 ; 


l=a <a RR (1) 
耐 46,} 是 由 下 式 定 义 的 数列 ， 
= N — CT ..1 
t= >Q i ) Z (2) 


(n=1, 2, 3,0) 
HIE: (G) 0&6, <2,n=1,2,3;,; 
(D HWE Sc 的 任意 实数 c。， 总 存在 一 个 满足 
条 件 ( 了 1) 的 数列 {a,}, 使 得 由 (2) 导 出 的 数列 全 ,} 中 ,有 无 穷 多 
ATAR n iE ba >c. 
Cat) 
题 4 找 出 具有 下 列 性 质 的 一 切 正 整数 二 ,使 集合 
{n, n+1, n+2, n+3, ñn+ 4, n+5} 
可 以 分 成 两 个 不 相交 的 非 空子 集合 ， 并 且 一 个 子 集合 中 所 有 
元 索 的 积 与 另 一 个 子 集合 中 所 有 元 素 的 积 相等 。 
(捷克 斯 洛 伐 克 》 
题 5 RENEI ABCD h, <BDC 是 直角 ,DD 到 平 
面 ABC HERRE E S J A.ABC HEO, WE: 
(AB+BC+ AC)2<6(AD* + BD? + CD?), 
并 说 明 等 号 成 立时 是 一 个 什么 四 面体 ? 
(保加利亚 》 
题 6 在 平面 内 给 出 了 100 个 点 ， 其 中 没有 三 点 在 一 条 
直线 上 ,考察 以 上 述 点 为 顶点 的 所 有 可 能 的 三 角形 , 试 证 :这 
些 三 角形 中 至 多 只 有 70% 的 三 角形 是 锐角 三 角形 ， 
(苏联 ) 
156 


题 1 证 法 一 设 <C4B=w,<4BC=pB, 一 BC4=?， 
ZAMC=8; 又 设 AABC 的 内 切 山 的 圆心 为 尽 , 且 与 .48 HI 
于 P( 图 12-1)。 于 是 


ZAPR= ZBPR = Fo 
从 而 有 


-rotg Ê- a P) 
AB=rctg-, + rete = r( ctes + ctg . (1) 





图 12-1 
由 于 三 角形 的 角 的 内 、 外 分 角 线 互相 垂直 , 因而 类 似 地 有 


AB= qtg-y + qtg É =Q tež + teč), (2) 


2 2 2 
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由 (1) 和 和 (2) 可 得 


tg +tet 
r 名 了 gs æ B 
ctg- + cte 





类 似 的 结论 对 于 AAMC 和 ABMC 也 成 立 ， 故 有 








a = ig tg ° (4) 
和 = teh tg “> =tg&ctg5. (5) 
将 (4)、(5) 相 乘 , 并 利用 (3) 得 
= Ai = tg > tg ig f cig > = 
EE 


证 法 二 、 设 贺 R 和 国 Q 分 别 是 ABC Kp Y A M AB 
边 上 的 傍 切 于 ,并 且 分别 与 边 AB, BECCA 切 于 点 P.S.T #l 
A PS T (A 12-2). 

AARPoAAQP, 

rg= AP- AP, 


wO AP'= CAP + AT) 
=-CAB- P' B) + 二 (07 - AC) 


= s (4B-BS')+ J (C.S: — AC) 





- SAB+ BC+AC)- AC, 


BP= 5BP+ BS) 
= L (AB- AP) + 了 (BC- CS) 
= 二 C4B- AT) + 二 (BC- CT) 


= J CAB+ BC+ AG) - AC, 


s. AP = BP. 
rq = AP. BP. 
r. r l O > 
即 a` rq  AP-BP' 
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同 理 , 设 回 A 和 国 P, 分 
别 是 AAMC 和 AMBC 的 内 切 
B|, 并且 分 别 与 4M 和 MB 相 
MF P, 和 P, CE 12-3), 则 有 


ri an o 
qi AP, MP, ” 


r2 


r; — . 
q; MP. BP, , 








. fi r; ri 











° = °` ro. rz -- $ r: 
. Q qa AP, MP, MP, B P,” 
~ AAR, P, AAFP, 
ABR,P,— ABRP, 
AR P Moo AMP, ER 


noot eoa r, fe T MP 
AP, AP’ BP, BP’ MP, n 




















"` AP.BP ` q° 
题 2 证 法 一 ”因为 


An-1= Kn-i0" + x, — | a" += +X G+ Xo 


An = Xna" HXH 








并 且 a>>1， 所 以 
Anra - 1— -- —. x q" - . 
An Xna + Xn" 一 十 vet X G T+ Xo 
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同 理 








又 因为 a>5>-1 mic -并 且 x= 0, Xn- 0, Hr A 


1 f 1 1 
Xn 十 Xa- T WD tT Xit Xoz 


< Xn t Xn l... tagat Xoj? 











b 
从 而 
ne x, 
X, tXna + + X| lopet 
a 
> 7 Xa r’ 
X, +X. pT t X17 it Xoga 
于 是 
.41 
A 
证 法 二 设 
R—1 , N 
p(X) = >=, q(x) = PCX) + xa *X" , 
k=o 
_ p) 
fo q(x) ° 
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A Br 
FE fOay= =, sA. 


由 此 可 见 ， 若 能 证 明 函 数 y=/(x) 是 单调 下 降 函 数 ， 则 命题 
获 证 ， 
因为 
fex = {p (xqx) pixa (xw)y/Lq(x)12 
= {p (x) p(x) + x,sx"]— p(x) Ep (x) 
+ nxa x” ALGCXD7]: 
= {Xax" [xp'(x)—np(x)J]Jy/Lg(x)12 = 


= [xc Rx, x" 一 ` nx, xpo 
k=1 


Ko 
= [Z na- n) nx, |a Go, 


3EB., x,2>0, Xn-1>0, n>0, k-n>0, xxZ20(R= 0, 1，…， 
n—2),[q(x)]J22>20, 所 以 当 x>>0 时 ,六 (xz)<0, 也 就 是 说 ,此 
时 函数 y= f(x) 是 严格 递 降 的 。 

因为 a>6>0, 所 以 (a) 过 1(6), 即 


Ani — Bai 
A, ~ B. `° 





=0(n = 1, 2, 3, …) , 另 一 方面 ， 


bn = > (1- sa 


k=l 
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n 


Ssa 1 _ 1 ) 
— a, CA-1 dk 











一 > A + =) E Z) 


(a a= "Za 


Dhi- 











-2 天 -大 2 )<2, (n=1,2,3,) 


这 就 证 明了 
0<b<-2，(=1，2,，3，…)。 
(I) 设 0=<c<2, 
为 了 找 出 一 个 数列 {as}， 使 得 由 它 导 出 的 数列 {5,} 具 有 
题 中 所 要 求 的 人 狂 质 ,我 们 从 比较 简单 的 等 比 数列 入 手 ， 
首先 ， 考 虑 到 条 件 (2) 中 含有 根 号 ， 故 我 们 设 
a,=a °", k=0, 1,2, “°; 
再 考虑 到 条 件 (1), 故 应 该 这 样 来 取 a ,使 
0<a<—1, (3) 


n 


于 是 ba= D (1-az)az 


k= 1 


=a(1+a)(1-a) a7? 
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=a(1+a)(1-a"), 
其 次 , 考虑 到 要 求 有 无 穷 多 个 下 标 n fE b, >c, Ad Ts 
法 找 出 一 个 自然 数 和 NN, 使 得 当 n>N i, BA brc. MF 
b,=a(1+a)X(1-a")Z=a(1+a)(1—- aN>>cec, 


2 — CC 
Pp a< a(1+a) ” 
FE a>0,B Dl y Xe PE3 JR a ,使 
c 
1 g 1 > 
HJ a(1+a)>cec, (4) 


满足 (3)、《4) 的 a 是 存在 的 . 事实 上 ， 因 为 0<c<2, 所 
以 0< 5 <1. 从 而 车 取 a 使 <a<1， 则 有 0<a 过 1 并 且 


a(1+a)>a(a+a)=2a*>c 
综 上 所 述 可 知 ， 若 取 


— n c 
a,=a gep | S <a<n, 


则 数列 {qn} 满 中 条件 (1) 和 (2); 并 且 ， 由 于 lima" = 0， WW fE 
在 一 个 自然 数 NN ,使 得 当 n> N Bl, 
e<e"<1-G tay? 

即 bn=a(l+a)(1-a")>a(l+a)(l-a)»>e. 

题 4 我 们 证 明 ， 具有 题 中 所 述 性 质 的 正 整 数 n 是 不 存 
ER. 

用 反 证 法 ， 

假设 正 整数 ”具有 所 述 性 质 。 于 是 六 个 自然 数 
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n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5 
中 , 某 个 数 的 素 因 数 也 一 定 是 其 余 五 个 数 中 某 个 数 的 素 因 数 ， 

由 于 这 是 六 个 连续 的 自然 数 ， 因 而 这 六 个 数 中 至 少 有 两 
个 数 含 有 素 因 数 2 ,也 至 少 有 两 个 数 含 有 素 因 数 3 .又 由 于 六 
个 连续 的 自然 数 中 至 少 有 一 个 能 被 5 整除 ,因而 由 题 意 可 知 ， 
这 六 个 数 中 至 少 有 两 个 数 含有 素 因 数 5 .进而 又 可 知 , 含 有 素 
因数 5 的 两 个 数 只 能 是 n 和 n+5, 因为 ,不 然 的 话 , 例如 , 设 
5 是 4+1 的 因数 ， 于 是 1 二 4(mod5),n+2 寺 1(mod5), n+3 
二 2(mod5),n+4 寺 3(mod5),n+ 5==4(mod5), 这 样 , 这 六 个 
数 中 就 只 能 有 一 个 数 被 5 整除 ， 

青 来 证 明 ， 除 素数 2.3.5 外 ， 这 六 个 数 不 能 再 含有 其 他 
的 素 因 数 . AJ WRR A b(pz7) 是 这 六 个 数 中 某 一 个 的 因 
数 ， 例 如 设 p 是 %n+1 的 因数 ,于 是 n=p-1(modp), n+2= 
1(modp) ,n+ 3=2(modp),n+4=3(modp),n+5=4(modp) 
这 样 ， 这 六 个 数 中 就 只 能 有 一 个 被 ?整除 ， 此 与 题 设 矛 盾 、 

由 此 可 知 ， 数 

n+i, n+2, n+3, n+4, 
的 素 因 数 只 能 是 2 和 3 ,由 于 这 是 四 个 连续 的 自然 数 ,因而 其 
中 只 能 有 两 个 奇数 ,并 且 它 们 一 定 是 3 的 蜂 . 然 而 这 是 不 可 能 
的 ,因为 ,一 方面 四 个 连续 自然 数 中 两 个 奇数 的 差 应 该 等 于 2 
(或 -2), 另 一 方面 两 个 3 RLE 

8-3", R2>1, m>1 
决 不 会 等 于 2 (或 -2)。 

这 就 证 明了 我 们 的 论断 。 f o 

题 5 由 题 意 知 DS | 平面 A4BC,BS L AC, W H Z= 32 
定理 可 得 DB1 AC; XN <BDC REHM, W BD_LDC , 故 


768 


知 DB LYH ADC. 从 而 DB 
LAD, < ADB 是 直角 。 


c< 4 RATE, <ADC 是 直 
fi. 
A 再 由 勾 股 定理 可 得 
AD: + BD: = AB’, 
图 12-4 BD: + CD: = pG: , 
AD: + CD: = AC2, 
于 是 有 ' 
CAD: + BD? y CD?) = 3 (CAD2: + BD) 
+ (BD? + CD?)+ (CD: + AD?)] 
=3(4B? + BC: + AC?), (8) 
又 因为 
2AB. BC<AB: + BC2,2BC. AC<BC: + AC:, 
2AC. ABEAC: + AB?, 
所 以 


CAB + BC+ AC)? = AB? + BC? 
+ AC*+2AB:BC+2BC. AC+2AC.AB 
3AB:+ BC? + ACŻ), (9) 
由 (8)、(9) 可 得 我 们 要 证 明 的 不 等 式 ， 
CAB + BC + ACY S6CAD? + BD2+ C D°). (10) 
(10) 中 等 式 当 且 仅 当 4B= BC = AC 时 成 立 , 这 时 在 四 
面体 ABCD 中 ,AABC 是 正三 角形 , #8 和 和 BDC = zZADB 


= ZADC = > 这 种 四 面体 确实 是 存在 的 ,因为 用 以 下 方法 


可 作出 这 种 四 面体 ， 在 边 长 为 a 的 正三 角形 ABC 的 垂 心 S 
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ESEM ABC WHER DS, 使 DS 的 长 有 = e 于 是 
AD? + BD? = BD? + CD? = CD? + AD? 
_ a` _ (at ay 
= a(k + = (5, + s) a°, 


从 而 ZADB= ZBDC= ZADC= > 


题 6 设 M 是 一 个 平面 有 限 点 集 ， 其 中 没有 三 点 在 一 条 
HRE, 以 好 中 的 点 为 顶点 所 构成 的 三 角形 总 数 记 为 9(M)， 
其 中 锐角 三 角形 总 数 记 为 SM). 


首先 证 明 ， mM <a ,那么 ,将 点 集 M 再 添加 一 点 





得 出 点 集 M ERAS esa, 


设 点 集 M 由 n+1 个 点 41、A;、…、An+1 所 组 成 ， 将 
AM 中 去 掉 点 A. 所 得 到 的 点 集 记 为 Mi(i=1,2,…,n+1)， 
因为 在 和 

g9(M,)+g(M,) + +g(M,..) 
中 每 个 三 角形 重复 计算 了 n- 2 次 ,所 以 应 有 
gM') = gM) +g(M.,)+-- +g(M,..) , 











n-2 
类 似 地 
SOCOM’)= SCO LIM) t tM, sa) N 
由 假设 知 


S(M,)=<ag(M,), G=1,2, °... n+1), 
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从 而 有 SCMI) + SOM,) TCD) 





#4 一 2 
=a 4M) tg(M,) + +g(M, . 1) > 
n— 2 
Bp SME Yag M), 
这 就 证 明了 我 们 的 论断 ， 


再 者 ,对 于 由 四 点 构成 的 点 集 N (其 中 没有 三 点 在 一 直线 
上 ), 以 NN 中 的 点 为 项 点 所 构成 的 三 角形 总 数 为 
g(N)= Ci=4, 
养 且 这 四 个 三 角形 中 至 少 有 一 个 不 是 锐角 三 角形 ， 因 而 
S(N)<3, MAM 


利用 上 面 的 论断 进而 可 知 ， 对 于 由 五 点 构成 的 点 集 N (其 中 
没有 三 点 在 一 直线 上 ) ,有 
SN) 
g( N!) 
因为 gCN’)= Cš=10, WEA 
S(N')<7.5. 
因为 SCV’) 是 整数 ,所 以 
SN <7, 
也 就 是 


0.75。 


SN’) _ SON) 
0 








<0.7, 


gN’) 1 
再 利用 数学 归纳 法 以 及 上 面 证 明 的 论断 ， 便 可 得 出 题 中 
的 结论 . i i 


168 


第 十 = FB 


第 十 三 届 国 际 数学 由 林 匹 克 于 -- 九 七 一 年 在 捷克 斯 洛 伐 
克 举行 ， 


党 赛 题 


题 ] 设 n( 汪 2) 是 自然 数 ， 证 明 下 述 论 断 仅 对 n=3 利 
n=5 成立; 对 任意 实数 al ,0,,…,a, 都 有 
(a; ~ ds) (G1 —a,): (a= a,) 


+ (a, —-a,) (az — az) (a,—a,) 


+ (an= a) (a — a) (Gn — anr), 
(向 牙 利 》 
E2 设 凸 多 面体 有 九 个 顶点 A, Az, Aa, An, 
多 面体 P. 是 从 P, 通过 平移 41->4, 而 得 到 的 多 面体 (i= 
1,2,…,9)。 试 证 ; 多 面体 P. Piste P, 中 至 少 有 两 个 多 面 
体 有 公共 的 内 点 。 


(HIK) 
题 5 证明， 数列 
{2"—3}, n=2, 3,4, =! 
至 少 禽 有 一 个 无 穷 子 数 列 , 其 中 的 项 两 两 互 索 ， 
(波兰 ) 
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题 4 设 四 面体 4383CD 的 各 面 都 是 锐角 三 角形 ,我 们 考 
察 一 切 闭 合 折线 半 YZTX, 其 中 X.Y.Z、 了 分 别 是 楼 A4B、BC、 
CD, DA 的 内 点 , 试 证 : 
G) 如 果 
LDAB+ 一 BCD 一 4BC+ LCDA, 
那么 这 些 闭 合 折线 中 没有 最 短线 ; 
(I) 如果 
ZDAB+ LZ<BCD= <ABC+ ZCDA, 
那么 这 些 闭合 折线 中 有 无 穷 多 条 最 短线 ， 并 且 它 们 的 长 度 等 
于 


24Csin 3 ， 


其 中 a= ZBAC+ ZCAD+ ZL<DAB. 
(荷兰 ) 
题 5 ” 证明， 对 于 每 个 自然 数 m， 在 平面 内 存在 具有 下 
述 性 质 的 有 限 非 空 点 集 5S ,使 S 中 的 每 一 点 4, 在 S 中 有 和 县 仅 
有 mm 个 点 到 点 4 的 距离 为 1、 
(保加利亚 ) 
me 设 
A=(ai;), 1,1= 1,2, 
是 一 个 元 素 为 非 负 整数 的 矩阵 ， R EPS di ñW. 如 
果 某 一 a;; = 0, 那 么 对 此 i 和 7 了 有 
Qilt dist+ tantat Gs + +a,>n, 
试 证 ， 此 矩阵 的 全 部 元 素 之 和 不 小 于 4n. | 
《瑞典 ) 
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题 解 
题 1 `4 n= 3 时 ,由 于 


(a, —a,)(a, —a,s)+ (a, —a,)(a, —as) 


+(a,—a,)(a,—a,) 
= LG, —a,)(a, —as)+ (a, —a,)(a,—as)] 


+[(a,—a,)(a,—a,)+ (a, —a, )Xas —a,)] 
+[(a,-—a,)(a, —a,)+ (a, —as)(a, — a,)]y 


1 


= La, 一 Gy )2 十 (a, 一 0s) + (as —a,)2J20, 
因而 论断 成 立 。 
当 #=5 时 ,由 于 


(a, —a,)(a, —as)(a, —a,)(a,; — as) 
+(a,—a,)(a,—a,)(a, —a,)(a, —as) 
+(a,—a,)(a,-—a,)(a,—a,)(a,s—as) 
+(a,—-a,)(a,-a,)(a,—a,)(a,—4as) 
+(a,—a)(as-a,)(aGa,—a,)(as—G,) (1) 
是 关于 ai,asyas, as ds 的 对 称 式 ， 改 不 妨 假 设 ai >t 2a 
Z=a,Za,, TË 

a, ~a; = — (a, —a,)Z=0, 

a, —a, =a, 一 4s 之 0， 

al -—a,=a,- a,>0, 

al —a,=a, - a,Z0, 
从 而 
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(a, —a,)(a, —a,s)(a, —a,)(a, —a,) 
+(a,-—aoO(a,-—a,)(a, —a,)(a,—a,)220, (2) 
类 似 地 ， 有 
(a,—a,)(a,—a,)(a,—-a,)(a,—a,) 
+(a,—a)(as-—a,)(a, —a,)(a, —a,)Z=0, (3) 
又 因为 
Ga —q S0, a,—a,=<0, 
a, ~a, 20, a, —a,>0, 
所 以 
(as 一 ai)(as —a,)(a,—a,)(a, —a,)220, (4) 
将 (2)、(3)、(4) 相 加 便 可 知 (1) 非 负 , 即 对 ?= 5 论断 成 


-ta 


AL. 
当 2=4 时 , 取 a= —l,a,=a,=a,=0, WE 
(a; —a,) (a; —a,s)(a, —a,) 
+(a,—a,)(a,—a,)(a,-a,) 
+(a,—a,)(a, —a,)(a, —a,) 
+(a,—a,)(a,—-a,)(a,—as,s)= -1<0, 
即 对 %= 4 论断 不 成 立 。 


34 n>5 ij, H 
Gi =G; === =G;_, = 9 
di = l, 


dí ++, = =a, = 2, 
其 中 3çi=<n-2., ME 


(a, —q,)(a, —as)= (a, —a, 


+ (a; —-0,) (€; —a,)= (a, — a1) (a, =a)" 
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+ (a, —0,) (an~ 83) (Ga, aan) E el) 
于 是 , 当 ODARA K i= 1 一 3, 有 

(—1)""t= (—1)°= -—-1<0, 
当 n5) AB, i= 3, 2 

(-— D" i= (1)" =- —1<0, 
因此 , 当 ?>5 时 ,论断 不 成 立 。 

题 2 RELUA 为 相似 中 心 ， 相似 出 为 2 的 位 似 变换 
下 多 面体 P, 变换 成 多 面体 P, 

首先 证 明 PCP’(i= 1,2,…,9)。 

W XJ W k 忆 (2 委 ; 委 9) 的 任意 一 点 ， 并 且 民 在 平移 
-44 下 的 象 是 了 。 于 是 线段 4 区 和 线 眉 4 了 Y 的 中 点 重 
A, WA ZB 13-1) , 易 知 YEP A EP, 由 于 Pi 是 凸 多 
面体 , 故 ZEP1。 另 一 方面 ,在 上 述 位 似 变换 下 ,2Z 的 象 是 X， 
因而 XEP' .这 就 证 明了 PiCP' (i=2,3,…,9), 而 P15P 是 


将 多 面体 P, 和 P’ 的 体积 x y 
分 别 记 为 五 ,ji= 1，2，…，9) 和 
Pr ,于 是 有 2 
P =P,=-. = fP.,, Á A 
并 且 
五 ' = 2 五 , = 8P,. 图 13-1 


如 果 ， 多 面体 PiP P, 任何 两 个 都 没有 公共 内 点 ， 那 
么 ， 一 方面 由 ACP (i=1,2,… ,9) 可 知 , W P 的 体积 之 和 
应 不 大 于 P 的 体积 : 

P +P, +. + P =9P ,<P/; 
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另 一 方面 ,又 有 PB = 8 五 , ,这 就 得 出 了 矛盾。 因此 , 忆 ,P,,…， 
P, 中 至 少 有 两 个 多 面体 有 公共 的 内 点 ， 

题 3 我们 假定 下 述 欧 拉 (Euler) 定 理 是 已 知 的 ; 对 每 个 
整数 ?1 和 一 切 与 4# HERWEN A a, FETE RA 
Pn), {E 

a”t™ =1(modn). 

利用 欧 拉 函数 Po) ,我 们 将 所 求 的 子 数列 142 — 311488 
定义 于 下 : 

D no,=3; n =@(2"° — 3)=P(5)=4; 

@ npp = P (2"° — 3)P2 - 3) P02" — 3) 

=n p (2 -3), (k>1). 
首先 证 明 (2 呈 +1 -3,2"1 一 3)=1,(i=0,1,.…,k) 

根据 Euler 定理 ,有 

290" t-3)=1(mod2"%i 3), (Oi<h), 
将 上 式 两 端 分 别 乘 方 可 得 

2"k+1==1 (mod2" 一 3)， 
两 端 同 加 一 3 得 

27x1 ~ 3= — 2 (mod2" — 3), 

设 + 为 2"**! 一 3 和 2”-3 的 公 因 数 。 则 因 2 下 +:!-3= 一 2 
+m(2"i— 3)Bp- 2= 2 8 m2" 3), Win t 是 2 的 因 
数 , 因 此 t=1 或 1=2, 但 是 2 不 是 2" 一 3 的 因数 .所 以 必 有 
t= 1， 也 就 是 说 (2 一 3，2 一 3) =1。 

其 次 ,证 明 数列 {252 - 3} 是 无 穷 数 列 .因为 %。= 3,n = 4, 
并 且 当 k1 m, P2- 3>1, HA nrt = np P(2"€ — 3) 
>n, (k1), B2" 3} 是 无 穷 数列 ， 

于 是 证 毕 。 
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tE, 
D 欧 拉 函数 Pn) 
定义 “ 欧 拉 函数 9(n) 对 于 所 有 正 整数 4 都 有 意义 , 它 表 
示 数 列 
0, 1, 2, œ, n-i 
Hn 互 素 的 数 的 个 数 。 
例如 ，P(01)=1,P(2)=1,P(3)=2,P(5) =4, 
性 质 车 的 素 因数 标准 分 解 式 为 
n= p “ip, 2 e py k 
(其 中 pi,p;，,…,ps 是 不 同 的 素数 , xi ,cs，…，ax 是 正 整 数 )， 
别 
Pen) = (pi i—pi% iY l)(p, “e — ps."2 +) 
ee (Prr = Pr"), 
由 此 可 知 ， 当 n3 P>, 
@ 欧 拉 定 理 
对 每 个 整数 nl 和 一 切 与 # 互 素 的 正 整 数 a ,都 有 
a°?" =] (modna). 
证 Brr, om 为 与 模 *# 互 素 的 非 负 最 小 剩余 组 ,其 
中 c= PCn)， 则 ari ,ars，…, ar, BER n ERREEN R 
H Pi, Prs Pe 与 组 ,mm，…re 相同 ， 只 是 排列 次 序 不 同 
而 已 , 故 
- P Py Po = rir, Yoe 
把 同 余 式 
ar; Pi(modn) (i=1,2,.,c) 
HRE 


afri ratere =P, Pat Po (modn), 
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从 而 有 
a°=](modn), 
即 a? > =]1(modn). 

题 4 将 四 面体 AB3CD 沿 BDAC 前 开展 成 平面 图 形 
A’D’B’D*B”A*C/， XE, TA 4,B,C, 品 分 别 与 点 A 人 
(Ar), B84B*),C ,D’(D*) 对 应 ， 在 展开 图 中 AADB 重复 
了 一 次 , 因而 对 应 着 两 个 三 角形 ，AA’D’B' W AA DB, 
闭 折 线 TXYZT 在 展开 图 中 的 对 应 折线 为 让 XY'Z2’1IY 或 
X Y'Z'T” X”, 





图 13-2 
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首先 证 明 : 四 面体 ABCD 有 最 短 闭 折线 XYZ7 X BJ 


必要 充分 条 件 是 在 其 展开 图 中 有 
A'D’ f A" D” (1) 


必要 性 ”假设 闭 折线 XYZT X 是 最 短线 ,这 时 必 有 
X ETY (RX TY RR, REHE), 
WEX' Z! ,Z'EY'T" TreZ X", (2) 
如 其 不 然 , 比 如 说 ,X/'ET'Y' .因为 展开 图 中 各 个 三 角形 都 是 
锐角 三 角形 ， 所 以 四 边 形 4’D’B’'C’ 是 品 四 边 形 ,因而 线段 
TY BRE A B 相交 于 此 四 边 形 内 部 的 一 点 Xi, TEH 
X!€77V WS, RA XYZT' X 比 折线 XY ZT X 
更 短 ,这 与 闭 折线 XYZT XX 是 最 短线 蔬 盾 ， 
如 时 条 件 (2) 成 立 , 从 而 可 得 点 7 AX Y, Z, T”, X” 
在 一 条 直线 上 .又 因为 
AAT X ZAAT! X”, 
所 以 ZATI X = ZA'TIX", 
进而 根据 平行 线 判定 定理 可 知 ，-4/D' / AD”. 
充分 性 ”假设 条 件 (1) 成 立 , 这 时 对 于 每 一 条 折线 九天 
YZ AT = A” Tr) 
TX KY +Y ZL + Z TTT" =A A" 
=24'C'sin- LA C A”. 
XH AD AD, 
所 以 ZAC A! = 2D A'C! + ZC' AD” 
= LCAB+ ZRAD+ <CAD=a, 


于 是 有 
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1 2ACsin +. 

由 此 可 见 , 为 了 证 明 在 条 件 (1) 下 有 最 短 折线 ， 只 要 证 明 存 在 
XST EAD m TEA" D”, 使 得 4’7T' = A*7”, 3Ë 
HRB TT HRE A BBC C D" 都 相交 。 

因为 四 面体 指 各 面 都 是 锐角 三 角形 ,， 那 未 ， 才 忆 ' 呈 CC 
和 A C Dr 都 是 凸 四 边 形 , 所 以 它们 的 内 角 都 小 于 180 。 
因此 ， 当 77? 与 线段 8'C’ 相交 时 ， TT 必 与 线段 AB 
和 线段 C D” 分 别 相交 于 点 X MAZ. MADRE BC 
在 平行 四 边 形 A'D D'A" 的 内 部 ， 所 以 只 要 在 A'D 上 变 
zh T RR A T = 4”7”)， 总 可 以 找到 一 点 YEB C 
如 ， 间 四 边 形 A B'D'C 的 对 角 线 的 交 点 就 是 一 个 这 样 的 
点 )。 这样 就 得 出 一 条 折线 TX’YZ'T”",， 它 的 长 度 为 


24Csin 了 , 故 是 最 短线 .于 是 充分 性 得 证 ， 


其 次 , 由 上 面 的 证 明 不 难 发 现 , 在 条 件 (1) 下 有 有 无穷 多 条 
PAR. KAA, WEAD 平行 移动 上 面 得 到 的 最 短线 
TXY ZT W, REAT, X,Y, Z, T 分 别 在 线段 
A D’, A B',C B’, CD”, A'D” 内 , 同样 也 得 出 最 短线 ， 
其 长 度 为 24Csin5 。 

最 后 证 明 :， 条 件 (1) 与 条 人 

ZzZDAB+ ZBCD= ZABC+ ZCDA 
是 等 价 的 。 

设 直 线 D: A' „B! A’ ,B’ c „D"C? , D” A! 被 直线 TT 

所 截 ( 图 13-3) ,并 且 直 线 T 与 直线 D’A’ ,B’ A’ ,BC’ ， 
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图 13-3 


D” C , D'A" 的 正方 向 间 的 夹 角 分 别 为 Bi,B,, Bas Bas Pse 
于 是 ， 当 
A'D’ 7 AD” 
时 ,由 三 角形 内 角 定 理 可 知 
<D A'B’ = B,- Bı, ZA'D'C' = B,—- Bss 
<B'C' D” =B,- B, <C D"A" = B,— Ps; 
同时 有 6, = Bs， 所 以 
ZLZDAB+ ZBCD= 一 4BC+ LCDA. 
RZ, H <DAB+ 了 BCD= Z ABC+ 一 CD4， 即 可 推 得 
Bı = Bs, 因 而 A D AD, 
题 5 ”我 们 将 对 给 定 的 自然 数 mm 作 出 一 个 由 2" 个 点 组 
成 的 集合 S .为 此 ,首先 在 平面 上 考 虐 具有 下 述 两 个 性 质 的 矢 


量 集合 {2， sU: ee 
1) lo] =: Gi=1,2,:. m), 


2) `4 c ,€(-1, 0, 1} M: RS pi B 4 c, TAER 
(1<i=m), 
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[cit +C, + ee + Cmiln | 
ERREF O AREP AE, U SER RE u NKE. 


上 述 矢 量 集 合 可 以 用 归纳 定义 来 作出 ， 
首先 ,考虑 由 下 式 确 定 的 矢量 


u=, t-aos < y, 
显然 ,这 种 矢量 满足 性 质 1) 。 
u= (o t-a: 1 ) 中 的 81 已 选 定 ,并 且 0<31< 汪 ， 
现在 来 说 明 ， 在 区 间 0<3, 世 志 内 一 定 存在 这 样 的 a, 使 得 
当 取 u, = (01, 1 at), |c, +o, , | (H oe ,€í-1, 


l,i=1, 2) 28 0 又 不 等 于 ,事实 上 ， 由 于 
lc tt, +e, |*= (ciô: +c)? 
Ie JTV 
+( -atte J L a) 
中 8: 已 给 定 ,c1,c, 只 能 取 一 1 或 1, 因 而 上 只 有 有 限 个 8, ,使 得 


| C, + c.tt, | = 0, 或 [c8 tct | = 


1 
2? 
因此 可 以 断定 必 存在 一 矢量 u= (3, JL- 8i), 02s 


zlew, teth BREF, 又 不 等 于 地。 
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SARE UU Em 忆 经 给 定 ， 并 有 旦 满足 性 质 1) 和 
性 质 2), 我 们 来 说 明 , 必 存在 一 矢量 


$£; = (sw t J+- 62, 08, < >. 


m+ 1) 


(Cpl, + C.W, + + + CAB. F Cms Emsa | 
ERETO, IRET 
因为 U, r, y Un 都 是 给 定 的 矢量 ， 并 且 ciE{- 1 
0,1}, 所 以 在 区 间 03m SARAR RA Sni 使 得 


lc g, 十 Co 和 Hee + Cmlln l Cnt itmi | =0 
或 


| 1 
|c it, Colla 十 十 cmlm+ Cm+ Ums: | >° 


由 此 可 知 ， 必 存在 满足 性 质 1) 和 2) 的 矢量 t+ 这 样 便 给 
出 了 上 而 所 述 的 矢量 集合 . 
其 次 , 设 点 M. 为 平面 上 的 任意 一 个 固定 点 ,该 点 的 矢 径 
为 了 ,又 设 集合 S 由 下 述 2 个 点 组 成 ,这 些 点 的 矢 径 为 
Tot a, + T Otim, f 
oiE{-1,1}, (i=1,2,." m), 
于 是 , S 中 的 每 一 个 点 4 ,对 应 一 个 由 元 有 序数 组 (xyxs，…， 


3 


进而 来 讨论 集合 S 中 的 点 六 与 点 4 间 的 距离 。 设 点 方 的 
RIRI 
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To + P t + + Bnten, 
分 两 种 情况 来 讨论 ， 
© 当 m 元 数组 (B14,B;，…, Bm) 和 (a e, ,…an) 有 两 个 
或 两 个 以 上 坐标 不 同时 , 则 成 入 到 点 .4 的 距离 为 
| Cæ, — BE, + (e, — B, tz, + + (om— B,.) z, | 
=2|ci#, + cts + +cogen| 
其 中 ciE{ 一 1,0,1} ,并 且 至 少 有 两 个 不 为 零 , 故 由 性 质 2) 可 
知 , 此 时 点 和 N 到 点 4 的 距离 既 不 等 于 0 ,又 不 等 于 1 
D 当 m 元 数组 (B, ,Ba… ,Bn) 和 (&i ,2;，…， am) 仅 有 一 
个 坐标 不 同时 , 则 由 性 质 1) 和 2) 可 知 , 点 NN 到 点 4 的 距离 为 
| (æ, ~ BW + (G; — pp) 十 (on 一 Ba)tt,,] 


= ; 一 ,1 - 
=2|]u, | =2 > 1. 


又 易 短 这 样 的 mm 元 数组 (B， „Êa , e , Pm E mi, ATRI 
为 Fot P tt. +. B. tt, 的 点 六 也 仅 有 知 个 ， 

这 样 就 证 明了 ,在 S 中 有 且 仅 有 么 个 点 到 点 4 的 距离 
为 1。 

meo 设 p 是 矩阵 4= (4;) 的 行 和 与 列 和 中 最 小 者 ， 


当 jp 时， 显然 矩阵 4 的 全 部 元 素 之 和 S 满 足下 式 
S>np>n, 


当 p< B, AINED EEN, PARRER 4 的 第 一 行 


RERA p, 并且 第 一 行 前 9 列 元 素 都 不 是 0 , n-ga 
列 元 素 都 是 0 (1 志 q 志 1) ,出 题 设 知 
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G; + G, , + se 证 Gi +a, 3 + Q3} + + + anin, 


(j=q+1,- n), 


所 以 > (ajta, tu +a, j)=n(n—-q)-—- 
x — (Gr +G, + +a ()(n—- q)Z 

Zn(n—q)-b(n—q). 

这 就 是 说 ,矩阵 4 的 第 q+ 1 列 至 第 ” 列 的 全 部 元 素 之 和 不 小 

+ n(n-q)-p(n— 9g)。 另 一 方面 ,矩阵 4 的 前 9 列 的 全 部 元 

素 之 和 不 小 于 pq. 于 是 有 

S==n(n-— q) - p(n — q) + pq = 

1 

2 


ma 二 本 (4 2p) (7 一 29) 。 


n 


因为 p<; PHE A 的 元 素 为 非 负 束 数 , 故 在 第 一 行 中 有 


p= autat +a = 1+l+ ..+1=g, 
2 w, 
q + 
Bi] n- 2p>2>0,n - 2q>>0, AWA 


s>". 
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第 + m 届 
第 十 四 届 国 际 数学 奥林匹克 于 一 九 七 二 年 在 波兰 举行 ， 


w 赛 题 


题 1 已 知 一 个 集合 由 十 个 互 不 相同 的 两 位 十 进 整数 组 
成 , 试 证 ， 这 个 集合 必 有 两 个 无 公共 元 素 的 子 集合 ,而 这 两 个 
子 集合 中 各 数 之 和 相等 。 

(苏联) 
有 外 接 贺 的 四 边 形 ， 忆 可 分 成 4 个 都 有 外 接 圆 的 四 边 形 ， 


(荷兰 ) 
E3 n, + 是 任意 非 负 整数 ， 试 证 ; 
(2mm)1C2n)! 
min!lCm+ n)! 
是 整数 ， 这 里 约定 01=1， (ŁA) 
题 4 确定 能 使 不 等 式 组 
Cxi XX) (XI — Xgl) EO (1) 
(Xi NX CXE — X .X EO (2) 
(X; — XsX,)(X1 — XX) EO (3) 
(Xi X Xa) XE — XX) EO (4) 


(XE— X;,X,)(X1 —X,X )=<Ü (5) 


bmi 
o 


成 立 的 -一切 解 (x， Xa sXe X...) ; 其 中 X, so Xa ss 必 
须 是 正 实数 。 


(荷兰 ) 
题 5 gfs EEK- eo, + ce) 上 定义 的 实 函 数 ， 
并 圭 所 有 的 x 和 2 满足 等 式 
Fx y) +f y)=2/(%)g(y), 
试 证 ， 若 对 所 有 的 x 有 
if(x)|<1, 
并 且 f(x) 不 恒 等 于 零 , 则 对 所 有 的 7》, 亦 有 
JIS. 
(保加利亚 》 


题 6 已 知 四 个 不 重合 的 平行 平面 ， 试 证 ， 存 在 一 个 正 
四 面体 ， 使 每 个 平面 工 都 有 该 四 面体 的 一 个 顶点 。 
(英国 ) 


题 解 


题 1 我们 知道 ,元 素 个 数 为 JES MAS 2" 个子 集 
合 , 其 中 包括 空 集合 和 集合 M 本 身 。 显 然 ,后 两 个 子 集合 不 满 
足 题 中 要 求 的 条 件 ， 因 此 ， 只 要 考虑 其 余 2" -2 个 邮 的 子 集 
A. 在 这 里 2= 10, 所 以 只 要 考虑 21" -2= 1022 个 子 集合 ， 

设 MiCMG=1,2,…,1022), 并 且 M, 不 是 空 集 合 , 也 
不 是 集合 机 本 身 ,又 设 M, 中 各 数 之 和 为 se 由 于 集合 MM 是 由 
十 个 互 不 相同 的 两 位 十 进 数组 成 ， 故 知 

s<9x99=891, (i=1,2,--,1022), 

JATO HI AN Sis S29 *'*, Sio22 中 至 少 有 两 个 是 相等 的 ， 也 就 是 
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说 ， 至 少 有 两 全 M 的 子 集合 ,它们 的 各 数 之 和 相等 ,不妨 傻 设 
WW AG M, 和 M.. 
为 了 得 到 无 公共 元 束 的 两 个 子 集合 ， 在 M, M; 中 分 别 
去 掉 它 们 的 交集 M, 站 MM;, 即 
Mi=M,— (M, NM,), 
M; = M,- (M, Y M,), 
WM 和 M. 就 是 符合 题 意 的 村 的 两 个 子 集合 。 

2 ” 设 四 边 形 ABCD 有 外 接 圆 (图 14-1) 。 

当 ”=4 时 。 我 们 分 别 在 
线段 DC 内 取 一 点 4 ， 线段 
AD 内 取 一 点 C’, 作 四 边 形 
A'B’'C’D, 使 点 B' 在 AACD 
的 内 部 ， 并 且 使 

ZKZDA B’ = <DAB, 

<DC' B’ = <=DCB, 
FE, 四边形 A B'C'D 与 四 

A lli 边 形 ABCD 的 内 J 2y33| 8 
相等 ， 由 于 点 号 可 以 取得 与 点 口 充分 靠近 , 因此 ,总 可 以 使 
过 点 B: WE: DC 边 的 平行 线 交 BC 边 于 E, 过 点 B EDAM 
的 平行 线 交 AB BF. 于 是 四 边 形 4’8’C’D,B’ ECA’， 
FBEB’ 和 AFB'C' 就 是 所 求 的 四 个 四 边 形 ， 因 为 , 由 四 边 
Æ A'B' CD m FBEB' 的 内 角 分 别 与 四 边 形 ABCD 的 内 
角 对 应 相等 可 知 ， 这 两 个 四 边 形 有 外 接 圆 ， 又 由 

ZCA’B’=180°- ZDA B” 

=180°- <DAB= ZBCD, 

A ZAC’ B’ =180° - ZDC' B’ 
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=180" 一 一 BCDDD= <DAB 

可 知 ， 梯 形 B ECA 和 梯形 AFB C 都 是 等 腰 梯 形 ,因而 
这 两 个 四 边 形 也 有 外 接 圆 。 

当 nZ>5 时 ， 应 用 上 述 的 结果 ,可 以 得 出 一 般 性 的 简单 解 
E: 将 两 个 等 愿 梯形 中 的 一 个 ， 用 平行 于 底 边 的 平行 线 分 成 
?~ 3 个 小 的 等 腰 梯 形 ， 每 个 小 梯形 都 有 外 接 圆 , 于 是 就 将 原 
来 的 四 过 形 便 分 成 了 个 四 边 形 ， 并 且 每 个 四 边 形 都 有 外 接 
BI. 

题 3 设 


min! (m + n)! ° 
首先 证 明 ， 当 n==0 时 ， 
f(m,%) =4f(m,n-1)-f/(m+1,n- 1), (1) 
事实 上 ， 
Af(m,n-1)—-f(m+1l,n— 1) 


(2m)!(2n-2)! (2m+ 2)!(2n—2)! 
mien- 1l)!K(m+n-1)! (m+ 1)!(n— 1)!(m+ n)! 











_ (2m)1(2n — 2)! [4- (2m 十 2 2m+ 1 | 
 mi(n—1)l(m+n-1)! (m+ 1)(m+ n) 


(2m)!(2n— 2)! .An— 2 
mi(n—1)!(m+n-1) mtn 





_ _(2m)!(2n)! 


— mini(rm + n)! =f (m,n), ' 
其 次 ,证 明 
fiom, n) = D Caf m+ h,0) (2) 


k=g 
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这 里 C; 是 确定 的 整数 ， 
对 5 用 数学 归纳 法 。 当 w=0 时 , f(m, 0 = 了 (m+0,0)， 
当 #=1 时 ， 由 (1 可知 
f(m,1)=4f(m,0)+ (—1)/(m+1,0)., 
故 命 题 对 n=0,n= 1 为 真 ， 设 命 古 对 "一 1 为 真 ， 于 是 由 (1) 
可 知 
. Jf(m,n)=4f(m,n-1)-f(m+1l,n—-1) 


n—1 n—1 
=4 > C,fOm+ h,0) 一 > Crflm+1+k,0) 
kz=z0 k=0 
n —1 


= 4C, (m, 0) + 4 > C. fen + k,0) 


k=1 
站 一 


- > c.-. fm +h,0)— C,_,f(m+ n,0) 


k=1 
m —1 


= 4C.f (m, 0) + ` (4C, C,- )f (m+ k, 0) 
k=1 


-C,- f (m+n, 0). 
令 4Co =C},4Crk- Ck-i = C,(1<k<n-1), — Ci = Chs 


即 得 。 fom, n= > Cifon+k, 0) 


k=0 


故 命 题 对 +1 为 真 。 
因为 在 (2) 中 ， 


fim+ h, o) = E2(m + DI x 031 


(m+ R)!0!(m+ Rh)! 





= [2Cm+A)]L cm 
 (m+h)IOm+R)' ~“ antrk) 
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是 整数 ， 并 且 C, 亦 为 整数 , 故 f(m,n) 为 整数 ， 即 
(2m)1(2n)! 
mlnl(m + n)! 
为 整数 ， 
题 4 不 难 验证 ， 当 
Xl 二 Xs, =X% =x, =X; =0( 0 是 正 实数 ) (6) 
时 , (x1 ,Xs ,Xs,X4,%s) 是 不 等 式 组 的 解 。 可 以 证 明 ， 不 等 式 
组 没有 其 他 的 解 。 
如 果 不 等 式 组 有 Xi, Xa, Xas Xis xs 不 全 相等 的 解 (X,， 
x,,Xs,%4，Xs), 即 下 列 条 件 至 少 有 一 个 成 立 : 
XXL, XX XEN XN XX, 
由 于 经 轮换 
X >X X a X TX XI 
后 ,不 等 式 组 并 不 改变 ,并 且 , 当 (xiyxsxs,xXixs) 是 不 等 式 
组 的 解 时 ， 则 (X17! ,x :xs Xi xs 1) 也 是 不 等 式 组 的 
解 ,因而 不 失 一 般 性 ,可 设 *:。 寺 xs ,并且 xs<xs。 
下 面 分 两 种 情况 来 讨论 ， 
D # x <x,,W| HA 3X (1) n 38 


x1- X, X,<ç0, Xi ~ X,X,=0, 


Rp XLV X, Xg , Xa V Xag e 
由 于 xs<xs， 故 有 

X << XX, <X, I (7) 
和 XV Ay >s, (8) 


在 (7) 中 ,由 Wx,Xs < xs W i XX <x1, XH x <<x, 可 得 
Xak LXX MA 
XED Xa X XX 
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由 此 可 见 ， 在 不 等 式 (4) 中 有 
IIS Xs < Xs, (9) 
在 (8) 中 ,由 vA xax, Xanax >x ,又 由 xs< xs 可 得 xs 
Xs LXX BE 
X4<xX,X < X, Xs, 
出 此 可 见 ， 在 不 等 式 (3? 中 有 
X12x,xX,2>x,x, (10) 
这 样 就 得 出 了 两 个 落 盾 的 式 子 (9) 和 (10).。 也 就 是 说 ,xi<xa 
不 可 能 . 
@ 著 x:>x:* 则 由 不 等 式 (1 可 知 
LIV XXs Xa 
和 LXV x,x, <x,s, : 
从 而 可 知 ,X3<XXssX3SXXs XIX Ns Xi>X Ys, 因此 
在 不 等 式 (2) 中 有 
XX SMALI XE) LXX (115 
在 不 等 式 (5) 中 有 
X,X,2Z°min(xi,x1)2Zx,xs, ` (12) 
又 由 (11).(12) 可 知 
XiX], 
此 与 假设 x >x, 矛盾 ， 
由 此 可 见 ， 不 等 式 组 的 全 部 解 只 能 由 (6) 给 出 。 
题 5 用 反 证 法 ,假设 存在 一 个 y,( -oo<y。<<+ s) ,使 
19(y。)|=1+7 r>0. | 
并 且 设 M= supf (x) ,由 题 给 条 件 可 得 
2I] lge) | = [Fx t y.) + fx- yə)] 
Slt ye) j + [fx y.) l 
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<2M. 


于 是 Fols i] == M- 3,6>0. 
但 这 与 M= supf(%x) 巴 盾 。 于 是 存在 一 个 yo, 使 |g(y.)]>1 
为 不 可 能 , 故 命题 得 证 | 
Eo 设 已 知 平面 为 E, E, Es, E1, 并 且 在 编号 中 ,使 
平面 EEs, E, 依次 在 平面 FE, 的 同一 侧 ， 记 平面 E: 与 平 
面 E: 间 的 距离 为 di(i=1,2,3), 这 样 ,问题 就 归结 为 ， 在 
平面 E, ARA Pi(i= 1,2,3,4), 使 P, P, P, P, EENE 
#. 
首先 ， 取 一 给 定 的 正四 面体 P: P, P, P, . 并且 依照 定 比 
d,:d,:d, 分 8 B PAP, , fk KADA Q: 和 QQ;， 依照 定 比 
d: id, ARRP PL RARR; 依照 定 比 di:d: 分 线段 PP， 
得 分 点 S,( 图 14-2) ,于 是 有 
PiQ,: PQ,= PRs: PiP, 
从 而 可 知 
QR, Z Q,P;. 
类 似 地 ， 由 
P iQ: PiQs = Pi :PiPs， 
W QS QP. | 
Keit Qa Pi S: 的 平面 Er it Qs Ra P: 的 平面 E, 3 
行 ， 
设 玉 和 五 ;分别 是 过 点 Pi 和 Ps 且 平 行 于 E, 的 平面 
{图 14-3)， 过 点 P, 引 平 面 E, HE 线 交 平面 瑟 TAT: 
(i=1,2,3), WE E, 与 Bi 间 的 距离 为 144=1，2,3)， 
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于 是 有 
i itait = P1Q:1:Q:Q: Q Pi = d,:d,:d,, (1) 
由 (1) 式 可 知 ， 在 空间 可 作 一 相似 变换 将 平面 1，E;， 
Es, E, 分 别 变换 为 平面 Ei, E; E: ,Er， 使 平面 Et 与 平面 
Ei, 间 的 距离 为 d, G= 1,2,3), 在 这 相似 变换 下 ,正四 面体 





图 14-2 图 14-3 
PPsPsPs 变换 为 正四 面体 P I P; P; Pi, 并 且 点 Pr 在 平面 . 
Ei! 内 (1=1,2,3,4)。 

最 后 ， 移 动 平面 Er, EE;， E; 1 合 它们 分 别 与 平面 ， 
E,, E,, E, 重合 ,于 是 正四 面体 PiIPiPiP; 变换 为 正四 面体 
PP,PsP,， 并 且 P:i 在 平面 上 内 (i=1，2，3，4)。 那 末 3 
P P PP, 即 为 所 求 的 正四 面体 . 
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第 十 五 届 
第 十 五 届 国 际 数 学 奥林匹克 于 一 九 七 三 年 在 苏联 举行 。 


w 赛 题 


题 1 ZORRARI 上 的 一 点 ，0 户 , OP,, =, OP, 
都 是 单位 矢量 ， 其 中 点 P.G = 1,2,…，0) 都 在 过 直线 9 的 同 
一 个 平面 上 ， 并 且 位 于 直线 g 的 同一 侧 。 证 明 ， 当 1 为 奇数 
时 ， 必 有 
一 一 > ”一 一 > 一 一 > 
IOP, + OP, + :+ OP, |21 
— — 
(这 里 ，|OM| 表 示 矢 量 OM 的 长 度 ) 。 


(捷克 斯 洛 伐 克 ) 
题 2 试 考察 ,在 三 维 空间 中 ,是 否 存在 具有 下 述 性 质 的 

不 共 面 的 点 的 有 限 集合 M :对 于 任意 两 点 A, BEM, AFER 

外 两 点 C，DEM ,使 得 直线 4 与 直线 CD 平行 但 不 重合 。 


” 《波兰 ) 
E3 uta, b 都 是 实数 ,并 且 方 程 
xt + ax? + bx? +ax+i=0 
至 少 有 一 个 实数 解 。 试 确定 
a? +b? f | 
的 最 小 可 能 值 ， (瑞典 ) 


题 4 一 个 战士 要 探 明 一 个 区 域 的 内 部 或 边界 上 是 否 埋 
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有 有 地雷, 这 个 区 域 的 形状 是 一 个 正三 角形 (包括 内 部 及 边界 ) ， 
探测 器 的 效力 范围 等 于 这 个 正三 角形 高 的 一 半 ， 这 个 成 十 从 
三 角形 的 一 个 项 点 开始 探测 。 闯 他 选择 怎样 的 探测 路 线 才 能 
使 探 遍 整 个 区 域 的 路 程 最 短 ? 


《南斯拉夫 ) 
题 5 设 G 是 形 如 i 
f(x)=ax+b | 
的 函数 /所 组 成 的 非 空 集合 ,其 中 a,b 都 是 实数 ,并且 o0, 
* 是 实 变数 .又 G 具 有 下 列 性 质 ， 


(D 车 f,9EG, 则 gofEG, 这 里 gof 定义 为 
(g9°f) (x) = gL f(x); 
(I) 若 JEG， 并 且 f(x)=ax+ b, MEAS 广 : 也 属于 
G， 这 里 


fv(x5= < 


(B) 对 每 一 fEG, 有 一 x, 使 得 fx1)=x:。 试 证 ， 总 有 
— k ,使 得 对 一 切 fEG H f(h) = k, 
(波兰 ) 
He Bj 1 个 正 数 a), a,, ,Gn 以 及 实数 9 ， 其 中 
0 三 q 达 1。 试 给 由? 个 实数 51,65,,… b. ,使 得 
(D 对 从 1 到 nn 的 一 切 有 有 ax 过 bn; 


(D) 对 从 1 到 nn-1 的 一 切 h 有 q—- 全 <L, 





(W) b +b, + .. + Ü , < s (a, tā, 十 ‘二 an)。 


《瑞典 ) 
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题 解 


题 1 有 轴 数 学 归纳 法 . 

当 ?=1 时 ,命题 显然 为 真 。 

当 1 之 3 时 ,不 妨 设 4 个 矢量 的 端点 Pis Pastro P, 依次 
分 布 在 以 O 为 图 心 的 半圆 hk 上. 

假设 对 一 切 小 于 "的 奇数 ， 命题 为 真 。 于 是 对 矢量 

a= OP, + OP, + OP 1 
-来 说 ， 有 |e| 之 1。 
— 
如 果 OP; + OP, ”是 零 矢 量 ， 那 么 显然 有 
IOP; + OP, + + OPa- + OP, | 
SPO = al>, _ 

如 果 OP, + OP, ARE, 这 时 , OP, + OP, 必 是 以 
点 0 为 始点 的 矢量 ,并 且 在 POP， 的 平分 线 上 ， 另 一 方面 ， 
矢量 a 也 是 以 点 0 
为 始点 的 矢量 ， 并 且 
由 ja 之 1 可 知 ,矢量 
a 必 与 半圆 hk EKM 
P,P, ,相交 ,这 也 
W EH, X E a | 
<P,OP,_, W, Bab 图 15-1 
在 <P,OP， 内 (图 15-1)? .由 于 二 已 OP,<180… FOP, + 
OP, 在 LP OP, 的 平分 线 上 上 ， 故 矢量 a 与 矢量 OP, + OP, 
的 交角 是 锐角 。 从 而 有 > 

IOP: + ÖP; + .. + OP,_1+ OP, | 
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= la+ (OP, +OP; | >jaj>1. 
这 就 证 明了 对 一 切 奇 煞 ”命题 为 真 。 
题 2 ”要 说 明 这 种 集合 的 存在 性 ， 只 要 从 所 有 可 能 的 例 
子 中 举 出 其 中 一 个 就 行 了 ， 
一 种 比较 简单 的 解法 如 下 ， 取 三 个 相等 的 长 方 体 ， 把 它 
们 一 个 挨 着 一 个 地 排 好 (图 
15-2), 这 样 当 中 一 个 长 方 体 
的 八 个 顶点 和 两 旁 两 个 长 方 
体 的 中 心 就 组 成 了 满足 题 设 
条 件 的 集合 . 这 个 集合 由 10 
上 述 方法 可 以 做 如 下 的 
推广 设 % 为 不 小 于 4 的 任 
意 侦 数 。 在 给 定 的 两 个 平行 平面 上 分 别 作 两 个 n 边 形 A, 
A,A. MB BB., 使 得 # 边 形 AA A 有 对 称 中 心 
Pn 边 形 B81B8,…B, 有 对 称 中 心 Q, 并 县 。 
AB.= PO G= 1,20). 
再 取 点 尺 和 点 S ,使 
SO=OR= PQ, 
其 中 O 是 线段 PQ 的 中 点 (图 15-3). TEAR 
M= 1Aí.A.... An; Bis Bass Bai R, S} 
关于 点 O 对 称 ， 
ÉE 4, 吕 是 集合 M 中 的 两 点 。 如 果 绥 段 48 不 经 过 O W 
乏 分 别 取 点 4 和 点 BB 关于 点 O 的 对 称 点 作为 点 C HIS D, B 
然 必 有 AB7 CD, RE AB PERO, 这 时 只 有 下 列 两 
种 可 能 情况 ， 
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图 15-2 


© 点 4 和 点 BB 就 是 
ARMAS. Ri, K 
C-= A, D= B, fë# AB 
7 Cb. 

© 点 4 和 点 BB 分 别 
属于 集合 {Ais Azs tty 
Ant {B Bas 1s Bahe 
不 妨 假设 图 15-3 

AELA: dd BEB, Baste, Bahe 
在 多 边 形 A AA 中 , 设 点 4 关于 多 边 形 中 心 己 的 对 称 点 
是 4 ,于 是 有 

一 > > — -> -> — 一 > — 

SA’ = SP+ PA' = SP- PA= PO- PA= AO, 
由 此 可 得 

.44DON AB, 
因此 ， 取 C=S, D=- 4’ 便 满足 题 意 ， 

题 3 由 于 方程 

xt +ax3+ bx? +tax+i=0, (1) 
由 数 对 (c,2) 所 确定 ， 我 们 把 使 方程 (1) 至 少 有 一 个 实数 解 的 
数 对 (c,b) 组 成 的 集合 记 为 M; 把 使 方程 (1) 至 少 有 一 个 正 数 
解 的 数 对 (a,6) 组 成 的 集合 记 为 NN ,显然 ,VCM, 并 且 设 


d= min(a2+b2), g= min(a? + b2), 
DEM a DEN 


E ia d=? 

- # NCM n[ 3, 9 之 d, 又 因数 0 不 是 方程 (1) 的 解 ， 故 方 
程 (1) 的 解 或 者 是 正 实数， 或 者 是 负 实 数 。 如 果 x。 是 方程 (1) 
的 一 个 负 实 数 解 ,那么 一 x。 便 是 方程 
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xt—ax3 + bx2—ax+1=0 (1”) 
的 一 个 正 实数 解 。 而 方程 (1  ) 是 将 方程 (1) 中 的 a 代 换 成 -a 
得 到 的 , 并 且 (- a)? +b? =a? +b, 由 此 可 知 , 若 (a,6)EM~ 
AN, 则 (-abEN， 从 而 9g=d. 因 此 ,我 们 只 要 讨论 方程 (1) 的 
正 实数 解 就 行 了 。 


利用 代 换 
tu = x+ x, | (2) 
可 以 把 方程 (1) 变 形 为 方程 
u? + au+b-2=0, (3) 
如 果 x, 是 方程 (1) 的 一 个 正 数 解 ,那么 必 有 
Wo = xo + (4) 


反之 ， 如果 u, 是 方程 (3) 的 一 个 解 , 并且 u, WERE, 那 
人 么 方程 


1 
x+—= 
x o? 


即 方程 x: 一 kox+1=0 (5) 
的 判别 式 ° 
D = u} —-42>0, 

因此 方程 (5) 有 实数 解 , 并 且 由 于 u2, %3JrE (5) pir — 
个 正 实数 解 , 从 而 方程 (1) 对 应 地 至 少 有 一 个 正 实数 解 。 这样 
一 来 ,我 们 只 要 讨论 方程 (3) 的 不 小 于 2 的 实数 解 就 行 了 ， 

我 们 把 使 方程 (3) 至 少 有 一 个 不 小 于 2 的 实数 解 的 数 对 
(a, 忆 ) 组 成 的 集合 记 为 R ,于 是 应 有 


d= min(a? +b?), 
(a,b)€R 
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下 面 分 两 种 情形 来 讨论 函数 
f(u) =u? 4 au+b-2. 
情形 1 /(2)<0. 
由 于 Limf(u) = + co, 
所 以 根据 连续 函数 中 值 定理 可 知 ,存在 一 个 实数 wo 之 2, 使 得 
f(wo)=0, 也 就 是 说 , 方程 (3) 有 满足 条 件 (4) 的 解 . 
我 们 知道 , 在 税 卡 儿 坐 标 平面 oab 内 ， 由 条 件 f(2) = 2a 
+ b+ 2<ç0 可 确定 一 个 半 平 面 (图 15-4)， 记 为 是， 这 个 半 平 
面 应 位 于 直线 
2a+b+2=0 
TA. *E3RILH I Bp X P WJ ARa, b), FE, M 
这 个 数 对 确定 的 方程 
uz+ay+b-2=0 
有 不 小 于 2 的 实 解 数 。 我们 把 


a 
所 有 这 种 数 对 的 集合 记 为 Rs S 
B0R, R. 是 也 的 一 个 子 集合 ， — 


BLR CR, i ° 
= mi 2 2y Z Z ; 

d, = min(a 十 五 2 ) 。 —— Gf 

由 于 d, 就 是 半 平 面 瓦 中 一 切 | 

点 (a, 5) 到 坐标 原点 O 的 距离 图 15-4 

平方 a: +b* 的 最 小 值 ， 而 半 平 面 瑞 中 一 基点 到 点 0 的 距离 ， 
以 点 0 到 它 在 直线 2a+6+2=0 上 的 三 足 之 问 的 距离 为 最 
短 , 根 据点 到 直线 的 距离 公式 可 知 此 时 有 


-y rr_l2xo+1xo+2|_ 2 
Va? +d 952 1 12 V 5 
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因此 d, =min(a? +b?) = 4., 
ta, DER: 5 


情形 2 f(2)>0, 
此 时 ,如 果实 数 4 宇 ?2 使 f(4,)=0， 即 
fu) =u? + au, +b-2=0, 
那么 必 有 判别 式 
a? ~ 4b + 8 之 0， 


= - Aqat- b+ 8)<0. 
LAA /02)>0, fu ,)=0,3F H u2, MA 
-5>2, Mi a< -4 
(图 15-5)。 从 而 
a t + bta >> d, 


由 此 可 知 ， 如 果 (a,8)ER 
~R, BEZ at 二 bdi, 


于 是 d= min(a*: +b?) 
; (aosD)EM 


= min(a? + b?) 
DER 

= mina? +b?) 
《arp)eRi 


4 
5° 
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题 4 不 妨 假设 这 个 战士 从 给 定 的 正三 角形 ABC 的 顶 
点 4 出 发 ,并 设 AABC 的 高 为 h，。 | 


如 图 15-6 所 示 , 为 了 c 

探测 点 C 和 点 互 ， 探 测 路 

线 必须 经 过 以 点 C ` El 

心 ， 以 为 半径 的 弧 “ 上 S 

的 点 口 ， 以 及 以 点 BJ El ⁄ N 
心 ， 以 也 为 半径 的 弧 B 上 4 B 
RRE, ARRAK 图 15-6 


ADE. 因为 BE= (RD, MURR ADEB 最 短 时 ,路 
线 ADE 也 最 短 .在 路 线 ADEB 中 ,从 AD , J, DS E Sk 
直线 ,并 且 包 应 在 DB 上. 这样, 问题 就 归结 为 ,在 CD= 必 的 


条 件 下 , 求 4D+ DB 的 最 小 值 . 
我 们 来 证 明 ， 当 刀 为 A4BC H AB 边 上 的 高 的 中 点 时 ， 
AD+ DB 最 短 . 


EJE EKE, MERD 是 满足 条 件 的 另 一 点 ， 即 
有 CD =, AREER, 不 妨 设 点 D RA ABE RA B 
较 远 .过 D 分别 作 BD, AD HBR BD, AD 或 其 延长 线 
于 也 ，M， 由 于 过 点 刀 且 平行 AB 的 直线 是 -MDL 的 平分 


线 ,又 是 弧 “在 点 也 处 的 切线 , 故 弧 <“ 上 的 点 D 与 BD 延长 
线 上 的 点 工 必 在 < MDL 的 平分 线 的 同一 侧 ， 从 而 LD' < 
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D’M, 又 由 勾 股 定理 可 知 ,LD>>MD, 邑 LD- MD>0。 于 是 
AD’+D’B>AM+LB | 
= (4D- MD)+ (LD+ DB) 
= (AD+ DB)+ (LD- MD)> AD+ DB. 
这 就 证 明了 AD + DB 是 最 短线 。 

证 法 二 WAD Æ 
满足 条 件 的 另 一 点 ， 即 点 
D' 在 弧 & 上 (图 15-7), 迷 
接 AD 和 D’'B,. 再 以 A, 


为 焦点 为 半 短 轴 作业 


贺 7 , 交 AD TAG, 由 
于 点 了 ' 到 AB 的 距离 大 


图 15-7 于 上， 而 精 图 的 半 短 轴 为 





TBA 刀 ' 必 在 酉 图 的 外 部 , 即 点 G 必 在 线段 AD” 内 部 。 


在 AD GB 中 有 
GD + D’ B>GB 
于 是 AG+GD’+DB>AG+GB,. 


pp AD +D'B>AG+GB, . 
又 根据 椭 贺 的 性 质 可 得 

AG + GB=AD+ DB, 
# AD’ +D' B> AD+ DB, 


这 就 证 明了 AD+ DB 是 最 短线 。 
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下 面 来 说 明 , 沿 着 路 线 ADE 可 以 探 记 整个 A4BC 的 内 
部 及 边界 , 设 过 点 瑟 且 垂直 AB 的 直线 与 AB. BC 分 别 交 于 
AFG, 过 路 线 ADE LEWER- PHE AB 的 直线 分 
WZ AABC 的 两 边 于 只，Q( 图 15-8) ， 显 然 ， 


PR<CD= z, 


P Q< . 


由 此 可 见 , 当 点 呈 沿 着 路 线 ADE 移动 时 ,线段 RQ Y R 2 36 
个 四 边 形 4FGC 的 内 
部 及 边界 ， 即 战士 沿 着 
路 线 ADE W UIRAE 
个 四 边 形 4FGC 的 内 
部 及 边界 . 另 一 方面 , 余 
下 的 AFBG ÆU E A 


圆心 ,为 半径 的 圈 内 ， 


效 战 士 位 于 虚 巨 处 可 探 
谢 整 个 AFBG 的 内 部 图 15-8 
及 边界 .从 而 也 就 探 侦 斑 个 A4BC 的 内 部 及 边界 ， 
85 首先 证 明 ， l 
# J/(wmy=x+bC€G, WJ b=0. X1) 
事实 土 ,由 (可知 ,有 一 X/ 使 1f(%)) = xy +b= x, , 于 是 = 0. 
其 次 证 明 : l 
车 f(x)=ax+bEG, 则 总 由 4 人 叭 一 确定 。 <2) 
事实 上 ， 如 果 g1(x) =axfpbl，g:(xX) :=ax+pbs ÆG HRA 
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个 函数 ,由 (ca),( 卫 可知 


gi'L(g2 (x)]= 


(xtb.,)-D, w+ 
a 


b, -bi 
f a 
也 是 G HRA. XY H (1 uy H b. =b, 

最 后 证 明 ， 存在 一 个 数 k , 使 得 对 一 切 f (x) = ax+ bEG 
恒 有 JR) =k&， 事实 上 ,由 上 面 的 讨论 可 知 , 当 a=1 时 ,G 中 
的 函数 fx) = x, 显然 对 一 切 数 k 都 有 f(k) =k. H ma) = 
ax+ b, n(x) =cx+ d ÈG PHREN t EA., FH a 二 1， 
c 寺 1。 由 (一 可知, 存在 x, x, 使 

ax, +b=x,, CXmt d= x, 


= x=- 
— x= UT n= 





c—1 
XADIYA, 

m[n(x)]J=acx+ad+ b, 

n [m(x)] = acx+ bc + d 
也 是 G PHRA, EE 28 

ad+b=bc+ d, 





因此 可 得 . 
R= xa = Xn. 
me $ ， 
sbe=a,g'l+.. +a, Ë q+ta,+ta,,Ëq+--+a,qt"t, 
(R=1, 2, =, n), 
MER 5b4 之 ax，。 : 
再 者 ,对 于 有 =1,…, n- 1, 有 
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qbr- brr =pl ~ 1)+ 
+ anq" T (qt ~ 1)<0 
以 及 qbxr+i— bxr=a19" "(gq -1)+ "+ 
tarl? —1)<0, 
于 是 对 从 1 到 nm- 1 的 一 切 & 有 


birri 1 
q< b, < . 





x 
btbsttbi=a taqtag + +a,g, 
+aq+ta,+as,q+ 0 +a,g"i"2 
+48,9? +a,q +a; +e + ang”? 
+ + 
+a, g"! + agg" +a" +. +a,< 
<a, ta, +tas++- +a, 
e (1+2 +20? t +2g" 1) 
= (a, +0, +d, + (2 -1) 
1+-q-2q" 
1—q 





= (€a, +a, +a ttan) 


1+q 
1~9 





<(a, fa, +asy4 + a,) 
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Z tA A 


第 十 六 届 国 际 数 学 奥林匹克 于 一 九 七 四 年 在 德意志 民主 
共和 国 举行 | 


w 赛 题 


题 1 4,B3,C 三 人 做 游戏 ， 在 三 张 卡 片上 分 别 写 上 束 
数 p,q,r(0 过 P< 之 9 之 r)。 把 这 三 张 卡片 混和 后 分 发 给 A, B, 
C, 每 人 各 得 一 张 , 再 按 各 人 所 得 卡片 上 的 数字 ， 发 给 各 人 小 
弹子 .然后 ,将 卡片 收回 ,弹子 留 给 各 人 .如 此 进行 了 两 轮 以 上 
(每 轮 包 括 混 和 卡片 .发 卡片 .发 弹子 和 收 卡 片 )， 最 后 一 轮 结 
束 后 ，4 ,65,C 分 别 得 到 的 弹子 总 数 为 20,10,9, 已 知 B 在 第 
一 轮 得 到 粕 弹子 , 问 哪 一 个 在 第 一 轮 得 到 q 粒 弹 子 ? 
(美国) 
m? 设 A45C 的 三 个 内 角 分 别 是 <4= w， 一 下 = B, 
<C=?, 试 证 ， 当 且 仅 当 
sinasin < sint 
时 , 在 线段 AB 内 存在 一 点 口 使 CD E AD 和 BD 的 等 比 中 
项 。 
GZ) 
w3 证 明 ， REMERA n, BEE 
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(Z HRE) 
“ 题 4 把 一 块 8x8 格 的 (国际 象棋 ) REDRE p i 3E 
É, 分割 时 不 能 割 破 棋盘 的 任何 一 格 ( 即 只 能 党 棋盘 的 分 格 
线 割 开 )， 并 且 还 要 满足 下 面 两 个 条 件 : 
DO 每 个 矩形 中 含有 同样 多 的 白 格 和 黑 格 ， 
D 如 果 第 i 个 矩形 中 和 白 格 数 为 a;， 那 么 有 
a, <a,< =. <a, 
试 在 所 有 可 能 分 法 中 ， 求 出 的 最 大 值 ， 并 且 对 这 个 最 大 值 
PP ， 列 出 所 有 可 能 的 数列 cl ,a,,…,ar。 
(保加利亚 ) 
题 5 设 a.b.c,d 是 任意 正 的 实 变数 , 问 和 


3 | b | € d 
S= arbeid atb+c + b+c+d a+c+d 


的 值 在 什么 范围 内 ? 





(荷兰 ) - 
Me Cmr) 是 整 系数 多 项 式 , 并 且 不 是 常数 ， 又 已 
E no) 个 整数 使 得 [Lp(R)]: = 1， 试 证 ， 
n(p) —deg(p)<2, 
XE, deg) 表示 多 项 式 p(x) 的 次 数 。 (瑞典 ) 


题 解 
Mi 设 游戏 共 进行 了 nn t. TE 
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n(p+q+r)=20+10+9=39, 
B 0< p <q<r, W4 p+ q+r226; 又 因为 92， 而 且 39 
只 能 唯一 地 分 解 成 3x 13， 又 可 得 
n=3, p+g+r=13, (1) 
由 题 意 ,在 第 一 轮 得 到 7 粒 弹 子 ,而 且 总 共 得 到 的 弹子 
数 是 10( 二 13)， 因 此 ，、B 在 后 两 轮 中 得 到 的 弹子 数 只 能 都 是 
b. TE 
rtp+p=10, (2) 
因为 C 总 共 得 到 的 弹子 数 是 9(<<10)， 所 以 C 在 每 一 轮 
中 都 不 能 得 到 上 粒 弹子 。 
在 后 两 轮 中 ,由 于 BB 得 到 的 弹子 数 都 是 思 , 帮 知 得 到 的 
弹子 数 必定 都 是 9 ,从 而 4 得 到 的 弹子 数 必定 都 是 * 。 
在 第 一 轮 中 ， 车 C 得 到 的 弹子 数 仍 为 9 ， 则 有 
q+q+g=9, 
从 而 9=3， 于 是 由 (1) 可 得 
pt+r= 10。 (3) 
又 由 (2) 可 得 p=0, X5 p0 FA. W5EHC 在 第 一 轮 中 得 
到 前 弹子 数 必定 是 了 ， 进 而 可 知 第 一 轮 中 得 到 4 粒 弹 子 的 
E A. 
šE, | 
@ H A. B.C 在 各 轮 中 得 到 的 弹子 数 可 知 
(q+ 2r= 20 
rt 2p=10 
(120 9 
WB p=1, g= 1, r= 8， 
© 在 德 文 版 《国际 数学 奥林匹克 》 一 书 的 题解 中 , 将 本 题 
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的 条 件 “ 已 知 B 在 第 一 轮 得 到 7 AAT” BURT “Cm BER 
后 一 轮 得 到 7 粒 弹 子 ”, 这 时 ,问题 的 解法 如 下 : 
设 游 戏 共 进行 了 n 轮 。 于 是 
n(p+q+r)=20+10+9=39, 
因为 0< p<q<r, 故 知 户 + 9+7r26; 又 因 n22, Im H. 39 H 
能 唯一 地 分 解 成 3x13, 所 以 
n=3, p+q+r=13 
由 题 设 , BB 在 最 后 一 轮 得 到 7 粒 弹 子 ,而 且 总 共 得 到 的 弹 
子 数 是 10(<13) ,因此 ， 8 在 头 两 轮 中 得 到 的 弹子 数 只 能 都 
Jp. TE 
p+tp+r=10. 
因为 C 总 共 得 到 的 弹子 数 是 9( 二 10)， 所 以 C 在 每 一 辊 
中 都 不 能 得 到 ?+ 粒 弹子 .从 土 面 分 析 中 已 经 知道 , BP 在 第 一 轮 
中 得 到 上 粒 弹 子 , 因 之 可 以 断定 ,在 第 一 轮 中 得 到 9 粒 弹 子 的 
EC. 
从 而 ,进一步 可 以 推算 出 4, B,C 在 各 轮 中 得 到 的 弹子 
数 : 由 上 面 的 分 析 已 知 , 中 在 头 两 轮 中 得 到 的 弹子 数 都 是 户 ， 
并 且 C 没 有 一 轮 会 得 到 7 粒 弹 子 ， 故 可 得 出 在 第 一 、 二 轮 中 ， 
A,B,C 分 别 得 到 的 弹子 数 是 ” p, q. 又 在 最 后 一 轮 中 ， 由 题 
意 知 , B 得 到 ?7 粒 弹 子 ,C 得 到 的 弹子 数 只 有 两 种 可 能 ，4 或 
D.E CAR a 粒 弹子 ,因而 A 应 得 到 bp 粒 弹子 ,于 是 
2r+p=20, 2p+r=10, 39= 9; 
HE p+q+r=13, 从 而 p=0, 9= 3,r=10。 X5 p>0 FA. 
故 知 C 在 最 后 一 轮 中 得 到 的 弹子 数 必定 为 如，4 在 最 后 一 轮 
中 得 到 的 弹子 数 为 9 。 这 时 ， 由 
2r+ gq=20, 2p+r=10, 2q+p=9 
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可 解 得 p=1，g= 4, r=8. 
题 2 ADERE AB 内 的 一 点 ,并 设 
LACD=7,, ZBC D= v,. 

由 正弦 定理 可 得 
CD:D4=sina:sin71， 
CD:DB =sinñ:siny,, 
Ye 88 5V 483845. 

CD: _ sinasinp 


DADB Ssiny,siny, `° 

由 此 可 见 ， 当 点 万 使 
| 图 16-1 线段 CD 是 线段 4D 和 
BD 的 等 比 中 项 时 ,应 有 


sinaesinB = sinY, ssiny, , 








也 就 是 sinasinB = 于 [cos(?， -7 -cos(y +7,)]. (1) 
因为 Yi tY =Y, 并 且 cos(7, 一 ya) 大 1，: 所 以 


村 [cos(y， —7,)— cos(7, + 7)J<+G — cosy) 


= sint 2, 
也 就 是 sinasinB<sint t, | ' (2) 
反之 , 当 (2) 成 立 , 亦 即 当 
sinasinB< (1 — cos?) (3) 


时 ， 如 果 找 出 71,7, ,并 且 0<7, eV YI +Y, = YRA) 
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成 立 , 那么 就 可 以 在 线段 AB H — K Dë CD 是 AD A 
BD 的 等 比 中 项 ,为 此 ,考虑 下 式 ， 

cos(Y, — Y, ) = 2sinasinB + cosy (4) 
由 (3) 可 知 ， 

2sinesinB + cos7y<<1， 
又 因 x“，8 是 三 角形 的 内 角 ， 故 sinae>>0，sin8>0, 并且 cos? 
之 一 1， 从 而 有 

2sinasinB + cosy 之 一 1 
也 就 是 说 

~ 1<&<costy, — 7, )<1, 
因此 ， 可 以 求 得 一 个 660<6<180° E 48 

cos = 2sinasinB + cosy。 

取 ?, 一 7, = 6 或 7, -Y =53, 再 根据 7=7,+7;, 可 得 问题 

的 解 为 

Y+8 ?一 0 


Y I = > Y, = 2 (W<<, <, <), 











是 3 将 所 给 的 和 记 为 x 。 于 是 
DOC -S eiie 
Sr 

和: 
-DD (1) 
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再 构造 一 个 和 ， 


DR Sei, (2) 


同样 了 也 是 整数 ， 
将 (1),(2) 格 加 、 相 减 ,再 利用 二 项 定理 可 得 ， 


8 x+ y= > ch g) 
k= o 


2n+1 


= i! 
DA 
k=0 
2»+i - 
= Ci a B=(V 8 + +, (3) 
k=0 


Vax-y= D CI Bt 


2n+1 


- > ci; (Vg) 


k=o 


2n+ti 


_ > CE ARET) OTOA 
k=0 | 


+ > Cr (vB) 1) (2"+t1) -ak 
R=0 


anti 
DANCA ent 
k=0 , 
= 8 -1)2"+t, . f (4) 


将 (3),(4) 相 乘 可 得 
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8x? = y2= (8-1) 7t (5) 
因为 
8=3(mod5), 7=2(mod5), 
7°==— 1(mod5),72*==( —1)"(mod5), 
所 以 由 (5) 可 得 到 一 个 关于 模 5 的 同 余 式 


3x? — y2=2+(— 1)” (mod5), (6) 
Bp 3x* =y? +2.(—1)"(mod5). (7) 
又 因为 | 


02==0(mod5), 12=z=42==1(mod5), 
. 22==32= — 1(mod5), 

又 因为 对 y 来 说 只 能 有 下 列 同 余 式 之 一 成 立 : 
y=0(mod5), y=1(mod5), y=2(mod5), 
y=3(mod5), y=4(mod5), 


所 以 ,对 y? 来 说 , 既 不 会 有 
==2(mod5), 
也 不 会 有 
yt = — 2(mod5), 


由 此 可 见 ,在 (7) 式 中 不 会 有 
3x? =0(mod5), 
也 就 是 说 ,和 和 x 不 能 被 5 整除 。 
题 4 由 于 模 盘 中 日 格 共有 32 个 (图 16-2), 故 有 
a, +a, + = +a,=32, 
由 条 件 @ 知 44 是 递增 的 ， HA O 知 a 21, 因而 ， 对 于 
任 一 i(i= 1,2,…, 记 ) 有 
a ,Z=:, 


由 此 推出 
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32=Ci+dGo 二 … 十 十 Gp 
> 了 bp(p+ 1)。 


也 就 是 说 ， 
p<7. 
这 样 就 估计 出 p 的 最 大 什 可 能 
是 7， 
下 面 来 求 由 7 TERM 
成 的 严格 单调 递增 数列 ， 并 且 
图 16-2 数列 的 和 为 32。 为 此 ， 注 意 到 
1+2+3+4+5+6+7=28, (1) 
因而 若 将 数 32 - 28 = 4 分 成 几 个 正 整数 之 和 ， 和 再 将 所 得 到 的 
正 整数 适当 地 加 到 (1) 的 右 端 的 某 些 项 中 ,就 可 以 得 到 我 们 要 
求 的 递增 数列 , 易 知 ,可 能 的 情况 有 如 下 的 几 种 ， | 






































因此 可 得 出 下 面 几 种 可 能 的 数列 
[) 1,2, 3, 4, 5, 6,11; 
E) 1,2,3,4,5,7, 10; 
E) 1,2,3, 4,5,8, 93 
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N) 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9; 


V)1,2,3,5,6,7, 8. 


但 在 上 述 五 种 情形 中 ， 情 形 I 实际 上 


此 外 将 棋盘 分 割 成 七 个 矩形 的 其 他 分 割 方法 ， 
是 不 能 实现 的 ,因为 ,根据 条 件 (1) ,这 时 必定 有 一 个 矩形 含有 


以 断定 ， 


可 


不 能 满足 条 件 中 、 包 ， 
22 格 ,但 是 22 不 能 分 解 成 两 个 不 大 于 8 的 整数 之 积 ， 因 而 ， 
在 8x8 格 棋盘 中 ,这 种 矩形 实际 上 是 不 会 出 现 的 


并 且 





图 16~3 
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另 一 方面 ,由 图 16-3 可 知 ,对 应 于 情形 1 一 7 的 分 割 法 是 
可 能 的 ， 

综 上 所 述 , 问 题 中 爱 求 的 了 的 最 大 值 是 7 ,要 求 的 数列 是 
I 一 VY, 图 16-3 分 别 给 出 一 种 可 能 的 分 割 方法 。 

题 5 将 题 中 所 给 的 表达 式 的 右 端 记 为 /(o, b,c,d). 

先 大 致 估计 -- 下 S 的 上 界 和 下 界 。 由 于 面 两 个 不 等 式 

janede 

c d 


+ + 
ctd cid 





=2, 


a : 
Nab D> orptord ` arb+erd 
c d = 
rarbrerd © arb+c+d “U 
可 知  1<S<2. D 


因而 ， 所 求 的 S 的 取信 范围 包含 在 开 区 间 (1， 2). ` 
下 面 来 证 明 , 对 于 每 一 个 yE(1,2)， 总 存在 正 实数 0， b,c, 
di f(a,b,c,d)= y. 
因为 9》 是 满足 条 件 1<y<2 的 任意 固定 的 数 ， 所 以 存在 
一 个 小 正 数 35 二 0， 使 得 . 
1+8á<y<2-8, 2) 


Hs = + min {2- y, y—- 15, 





WERA HES- 


再 考虑 变数 t BU BR 3k 
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F=f[1, 9 +i(1- 4). 1+t(2 -1), 2j, 
其 中 0 委 # 委 1。 由 于 
| 120, (1- t]>2>0, 
1+t (8-1)=1-t+ 1>0,， >o, 


所 以 ,只 了 0 委 ! 委 1， 总 有 下 实数 


_ 5 _ _ Š 
e=1+(( £ 1), d 4 
使 得 F(t) =f(a,b,c,d), 
由 (2) 又 可 知 
AE 
F(0)=/(1,3 LŽ) 








(3) 
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(i3) 


FE ->2- 8 >y, 











从 而 FF(1)<y<F(0). 
HH FOEKE, 1] 上 的 连续 函数 ， 所 以 至 少 有 一 个 
foc[0,1] 使 以 t。) =y。 亦 即 


/+t(1- 全 ,1+t( 人 -1 之 ]=y。 


这 就 证 明了 ,和 4S 可 以 取 区 闻 (1,2)? 内 的 一 切 值 。 
题 6 出 于 p(x) 不 是 常数 , W deg(b) 之 1。 从 而 


deg(p*) = 2deg(p). (1) 
根据 代数 学 基本 定理 知 
n(p)<deg(p’? -1) = deg(p°). (2) 


出 (1)，(2) 可 得 
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n(p) — deg(p) <deg(pb*) — deg(p) = dez(p), 
也 就 是 说 ， 当 deg(p)<2 时 ,有 n(p) — deg(p) <2, 
TEREA: HTE de> 的 多 项 式 也 有 2(p) — 
deg(p)<2, 
用 反 证 法 . 假设 结论 不 成 立 , 即 假设 n(p) — dez(p)>2, 
于 是 
n(p)>=deg(p)+ 3, (3) 
M Mi = ix,.,X;,, e, Xk} 是 满足 条 件 D) — 16 = 
1,2,…,kR) 的 整数 x; PE S M = AYY y AE E 3 
Ëep(y;)=1(j=1,2, =, DEREZ yy 的 集合 ， 其 中 ktis 
nn(p) .显然 , 集 合 M, 和 MM; 不 会 含有 公共 元 素 。 我们 来 证 明 ， 
集合 M. 和 M, 都 是 非 空 集合 .不 然 的 话 ,如 果 M I, M, 中 有 
一 个 是 空 集 , 比方 说 , M, EFE, 那么 集合 M, 含有 n(p) 个 
元 素 ,也 就 是 说 ， 多 项 式 方程 p(x) = -1 有 rn(p) CR, W 
数学 基本 定理 可 知 , n(p) 夺 deg(p), 但 是 这 与 (3) 矛 盾 ， 
再 者 ,根据 代数 学 基本 定理 还 可 以 得 出 : 
A=<cdeg(p), (<deg(p) (4) 
页 由 (3)、(4) 又 可 得 
RT+l=n(p)>deg(p) + 32k + 3, 
k+l=n(p)>deg(p) + 32Í+ 3, 
从 而 可 知 23, 123. 
因为 集合 M. 和 MH; 不 含 公 共 元 素 ， 所 以 整数 Xx,) ,x,、…、 
Xr, i X. y, 中 的 最 小 者 只 能 在 M, 或 M. 之 一 中 出 现 , 
不 妨 设 这 个 最 小 数 就 是 x1, 因 为 23, 所 以 至 少 有 一 个 j(1 专 
j 委 1) 使 得 I 
y = xi 23, (5) 


219 


由 于 p(%) 是 整 系数 多 项 式 , 玖 p(X) 可 记 为 

DCX) = a,X"”+ An X" 1+ GX+ao, 
其 中 o1 (i= 0,1,…,m) 是 整数 ,deg(p)=m。 设 此 多 项 式 满足 
上 面 讨论 中 的 要 求 ， 于 是 

PCX) = asxi+ a, Xy t e +a,x ta = 一 1， 

b(y; ;)=a,yltaiyz teeta ytl, 
将 两 式 相 减 ， 得 

aml YF XT) tanl YT I— XY 1) + + 

+a (y; —x,)= 2, 

在 上 式 中 , a (G=1, 2, 0, 9) 都 是 整数 ， 并 且 左 端 含有 因子 
Yi- xX, WA yi- x 可 整除 2 ， 从 而 

y 一 Xi 入 2。 (6) 
但 这 与 (5) 了 矛盾 .这 就 证 明了 我 们 的 命题 。 
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第 十 七 FB 


第 十 七 届 国 际 数 学 奥林匹克 于 一 九 七 五 年 在 保加利亚 举 
行 。 


题 1 Wx y 1(i=1,2,…,n) 都 是 实数 ， 并 且 
Xl 这 Xs 这 Xn Vi Y> eY n3 


又 2 1,2y, t Zn Æ Y1 Jay" Jn 的 一 个 排列 。 试 证 ， 


> CIO Sa)’, 
i=1 t=1 


《捷克 斯 洛 伐 克 ) 
E2 设 ai,cryas,… 是 正 整 数 无 穷 数列 ， 并 且 对 所 有 
&2Z>1 fee 试 证 :此 数列 中 有 AREN an 可 以 表示 成 
= Xap + yaq 
的 形式 ， 其 中 x, y 是 适当 HEEM, 并 且 =q. 
《英国 ) 
题 35 在 任意 A4BC 的 外 部 作 ABPC、ACQ4 和 
AARB, 使 
<PBC= 2ZCAQ= 45°, 
ZBCP= zZzQCA=30°, 
ZABR= ZBAR=15°, 
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MWE: (D 一 QRP= 90"， 
(I) QR= RP. 
| | (荷兰 
题 4 设 十 进 数 44444444 的 各 位 数码 之 和 为 4 而 数 A 
的 各 位 数码 之 和 为 妃 , 求 召 的 各 位 数码 之 和 (所 有 的 数 都 是 十 
进 数 ) 
(苏联 ) 
题 5 判断 并 证 明 ， 是否 能 够 在 半径 为 1 的 圆周 上 选取 
1975 个 点 , 使 得 其 中 任意 两 点 间 的 直线 上 距离 都 是 有 理 数 。 
(苏联 ) 
题 6 求 出 满足 下 列 条 件 的 一 切 二 元 多 项 式 尸 ， 
D PP 是 n 次 齐 次 多 项 式 , 即 对 一 切实 数 t,x,y 有 
Pax, tyy= t" P(x,y); 
© 对 一 切实 数 ayp,c 有 
P(a+b,c)+ P(b+c,a)+ P(c+a,b)=0; 
@ P(1,0) = 1. 
《英国 ) 


EO fm 
题 1 因为 


> (x; 一 yt)2 = > xł + > yi— 2 > xiyty 
要 一 1 1 t=1 i=i 


i= 


n n n n 
> (x —z,)? = > X + > 2 一 2 > X¿;2is 
ici TEL Tei. += 
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n 


并 且 > >=. 


Sg Da (1) 
等 价 了 不等式 E 
ar> N nz. (2) 


i=l i=i 


在 (2) 式 中 , 左 端 的 值 是 唯一 确定 的 ， 右 端的 值 与 :1，zs，…， 
Zn ARF YY tY 的 不 同 的 排列 只 有 有 限 个 ， 因 而 
(2) 式 右 端 只 有 有 限 个 不 同 的 值 ， 这 些 值 中 必 有 最 大 值 .下 面 
证 明 ， 当 3? = zeG= 122) 时 ，(2) 式 右 端 的 信 最 大 。 
设 排列 zl ,zs*，…zn 与 排列 yy，… yn AE], 则 在 和 


> XY = XZ, test Xiz; + sos 


i=1 


+ XyZk t+ X: Zh (3) 
中 必 存 在 两 个 足 码 1, ROSIS.) , W4 xxr M z < 
za, MA 
(Xi = Xn)(21— Z SE0。 
也 就 是 说 ， 
XZ Xp KXiZe T Xpo (4) 
因此 , 如 果 将 (2) 中 的 z, 与 zs BAHR, 那么 所 得 到 的 和 式 
的 值 不 小 于 原来 和 式 的 值 ， 
由 此 可 见 ， 如 果 在 (3) 中 对 于 所 有 的 足 码 !,，h OSIK 
SMA 2; 这 zw, 那 么 (3) 取 最 大 值 ， 这 时 排列 Zi Zoss zn 
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与 排列 y1,y。…,y。 相同 (可 能 革 些 相等 的 y, ERTE). 
这 就 证 明了 不 等 式 (2), 从 而 也 证 明了 不 等 式 (1)， 

题 2 由 题 意 知 sc:>>1, 因此 可 以 按照 关于 模 a, HRE 
集合 {41,0,,…} 分 成 同 余 类 .因为 关于 模 a, 的 同 余 类 只 有 有 
限 个 (a; 个 ), 所 以 必 存 在 一 个 同 余 类 ， 其 中 包含 所 给 数列 的 
无 限 多 项 .我 们 来 讨论 这 种 同 余 类 。 设 a, 是 该 同 余 类 中 满足 
Zita Da, 的 最 小 数 。 由 于 所 给 的 数列 是 严格 递增 的 , 故 仍 
有 无 限 多 项 cv， 使 aape RA en 三 0s(modas), 所 以 必 有 
适当 的 正 整 数 》， 使 

G. = G, + yea,, 
今 取 x= 1,aa = az， 便 可 将 an 表示 成 
Am = xa, + yaq 
的 形式 ， 并 且 由 a,2>a, WA pg PERE, 
E3 设 自己 引 CB 的 重 线 的 垂 足 为 已 ， 自 Q 引 AC 
HERK EEX E 


C 
Q 17-1). 将 A,B,C, P,Q, 
P R,P, Q, 看 成 复 平面 上 
可 的 点 ， 并 将 它们 对 应 的 复 


数 记 为 a, b, CPs, Pi , 


4—— gq,, 不 失 一 般 性 , 设 


R a= —1,b= 1. 
图 i-i 我 们 来 计算 p, q, r, 
首先 计算 ” ， : 
: ° . 1 — cos30 ° 
= —it = — - 一 
“5 AJ 1 T Cos30° 
=—iV7-4 3 =i(v 3 - 2), (1) 


再 计算 pb， 
由 于 C. P.B TR, 并 且 
CP, _ ctg30° 


P B = ctg455 =V 3, 
Hk c-pi=v 3 (b, =b). 
XH c-b i =c-b- (p, - b), WE 
V 3(pi -b)=c-b- (p, -5), 


-b=— l (we 


XA p -b3j p- b 的 夹 角 为 ~45"， 邦 
b-b=. 2 (bi — b)[cos( — 45°) +isin( ~ 45°)] 
_ 2 V2 V2 
-Ti ). 
其 中 2=1， 故 有 


ps3 Li 二 (1 +1, (2) 


最 后 9 计算 q : 
类 似 地 ， 我 们 有 


qı -a= y rr Cm. 


因为 91 一 4 到 q- a kf 45, E 
g— a=. 2 (qi — a)(cos45° + isin45°) 





二 


VE ,VE vE 
FFI (+ 52) 


由 于 a = _ 1, 故 有 


as 3 C are 3 L (1+ij)- 1, (3) 


这 样 一 来 ,由 (1),(2) 可 得 





p-r=V 3 la De 
7 
+3 U 3 3, (4) 
3 2 
由 (1),(3) 可 得 
g-r= 3 1+ie 
.V3 C 3 3-3; (5) 
2 
FH (4), BRT 
(p-r)yi= g—r. 
这 就 是 说 ,|p 一 r+| = |q-rl, 并 且 9 一 + 可 由 p+ 旋转 90" 得 


到 ,这 就 证 明了 

QR= PR 并 且 ZQRP=90°. 

题 4 先进 行 一 些 合计 ， 由 

100004444 一 104"*4444 
可 知 ， 数 100004444 有 

4x 4444+1=17777 
个 数码 .因为 数码 的 最 大 值 为 9 ,3F 4444444: 1000044144, 
所 以 数 44444: :的 各 位 数码 之 和 4 满足 下 面条 件 


A<17777 x 9 = 159993, (1) 
故 可 设 _A=a,:105 +ta,-101+ a, 10 +a, +102 
+a,sl10+aj 10, | (2) 
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其 中 0at 志 9(i=0,1,2,3,4,5)。 由 (1) 可 知 ,Qs 二 1, 从 而 数 
4 的 各 位 数码 之 和 BB 满足 下 面条 件 
万 二 1+5X9=46， 
故 又 可 设 
B=b5b,+10+b, 
其 中 Sb <4, 0<5,<9, 从 而 又 可 知 数 了 的 各 位 数码 之 和 
CHERA 
C=<4+9=13. 
另 一 方面 ， 由 4444=9x 493 +7 可 知 
4444=7(mod9), 
据 此 并 根据 7 二 1(mod9) 得 
A4444444=74444(mod9) 
三 (73) 48! x 7(mod9) 
=1 "8! x 7(mod9) 
=7 (mod9). 
又 因为 一 个 数 与 它 的 数码 之 和 除 以 9 所 得 的 余数 相同 ， 所 以 
44444444= A(mod9)= B (mod9) 
= C (mod9), 
由 此 可 见 
C =-7(mod9), 
但 是 C 委 13, 故 知 C=7, 即 数 B 的 各 位 数码 之 和 为 7。 
题 5 设 圆 O 的 半径 为 1 。 先 来 讨论 一 下 如 何 计 算 疼 0O 
上 两 点 的 直 线 距离 。 为 讨论 方便 起 见 ,个 妨 设 点 Pi(i=1， 
2,…,1975) 依 次 排列 在 贺 O 上 ， J R. ZP,OP, n HERH, 
记 为 a (E 17-2). 不 难看 出 ， 如 果 点 P. P... i, Pirr 在 
同一 半圆 上 ， JEZ P: 5 Pirx 间 的 直线 距离 d,, t+w 的 计算 
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公式 为 ， 


d,,.. k 


= 2sin ( > SL), (1) 

从 而 根据 加 法 定理 可 知 ， 如 

果 对 所 有 BG =i, e, i+ R 
图 17-2 一 1)sin s: 和 cos 7 都 是 

有 理 数 ,那么 根据 (1) 求 得 的 dirx BEARD. 这样 问 题 就 

转化 成 求 使 得 siaez 和 os; 都 是 有 理 数 的 角 a, (= 1, 2, == 

1974), 

为 此 ， 我 们 考虑 下 面 的 等 式 


r2 1 2 ( 2r : 
(=) + rr) = 1, (2) 


其 中 7 取 有 理 数 。 因 为 














Limay = | (3) 


所 以 ， 对 于 任意 $>0, 存 在 一 全 有 理 数 ” ,使 


2r 
0< FT 


<. (4) 
又 因为 正弦 函数 y = sinx 是 连续 函数 , 并 且 由 (2) 可 知 -2 
<1, 所 以 对 每 个 有 理 数 r 必 存 在 一 个 角 x ， 使 得 

sinx = = 


228 


同时 由 于 正弦 函数 y = sins 在 区 间 | o, 2 | 上 是 单调 递增 的 ， 


因而 可 知 ， 当 一 z 二 了 a m. T 一 2 是 任意 充分 小 的 非 负 有 理 数 时 ， 角 x 也 


是 充分 小 的 非 负数 。 
今 取 
$= sin7000， 
根据 上 面 的 讨论 可 知 存 在 一 个 正 有 理 数 r 和 一 个 正 数 < ， 满 
足 条 件 


. r #2 一 
并 且 sina = r, cosa = Z} 


都 是 有 理 数 。 这样 ， 若 取 
“= os (j= 1, 2, .., 1974), 


1974 


ai 一 于 
则 由 > Z =1974a<1974- wo?” 
J 二 


可 知 点 Pi Pastes Pors 位 于 同一 个 半圆 上 ， 从 而 由 上 面 的 
讨论 得 到 ， 这 1975 个 点 中 任意 两 点 闻 的 直线 距离 都 是 有 理 
数 ， 
me ”在 @@ 中 , 令 4=8=c=y, WE 
P(2y, y)= 0, 
也 就 是 说 , 当 x= 2y 时 , 多 项 式 的 值 等 于 0 ,因而 多 项 式 含有 
因 式 x- 2y， 即 
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P (x,y)= (x—2y)Q,-,(X,y),. (1) 
其 中 Qh-_1(x,y) 应 为 nn 一 1 次 齐 次 多 项 式 ， 
再 在 加 中 令 4=6=x, c=2y， 风 有 
P (2x,2y) = —2P (x+ 2y,x), 
又 由 名 可知 P(2z,2y)=2" P(x,y), WE 
2"-1D(x,y)= = P(x+2u,x), (2) 
将 (1) 式 的 结论 分 别 应 用 于 (2) 式 的 两 端 ， 得 
2" l(x—2y)Q,  (xX,y)= — (2y- HO (K+ 2Y,X), 
从 而 可 得 


2" lQ,  (%,y)=Q,- (X +2y,x), (3) 
将 @@ 应 用 于 式 (1)， 得 

Qa- (1, =i. (4) 
在 (3) 中 令 x=1 和 y=0, 并 利用 (4), 得 

2"71= Qi1(1,1)., (5) 
再 在 (3) 中 令 x=1 和 yy=1, 并 根据 (5), 得 

4 =GQ -3，1)。 (6) 
用 类 似 的 讨论 方法 依次 可 得 


87t =Q, ,(5,3), 
16" = Q, (11, 5), 
32"-1 = Q, (21,11), 


HIET ML, FERESTE, y), 8: 
(2x+2y)" = Q,- (x+ 2y, x), 
也 就 是 
2"-1(x+y)'l1= O11(X+2y,%), 
由 (3) 可 知 Qa-1(X+2y,%) =2" Qa- (X, y), WEE 
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无 限 多 个 数 对 (XxX,y),， 使 


Qe-l y) = (Xt yy) "Ts, (7) 
因为 Q._1(x,y) 是 一 个 多 项 式 ,所 以 (7) 是 一 个 恒等式 . 从 而 
由 (1) 可 知 ， 

P(x,y)=(x-—2y)(x+ y)" ', (8) 


不 难 验 证 ， 多 项 式 (8) 满 足 条 件 人 D、 加 ,@. 
于 是 ， 题 中 所 要 求 的 二 元 多 项 式 只 有 多 项 式 (8)。 
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第 十 八 居 国 际 数 学 奥林匹克 于 一 九 七 六 年 七 月 在 奥地利 
举行 . 考试 结果 ,荣获 一 等 奖 的 有 法 国 的 比 耶 重 (40 分 ) ,苏联 
KERRE 分 ), 美 国 的 克 菜 曼 (38 分 ) 等 九 人 ， 


w 赛 题 


E1 在 一 个 面积 为 32cm? 的 平面 凸 四 边 形 中 , 两 条 对 
边 和 一 条 对 角 线 的 长 度 之 和 为 16cm , 试 确定 男 一 条 对 角 线 的 
所 有 可 能 长 度 ， 
(捷克 斯 洛 伐 克 ) 
题 2 jP .Gx)= x2—2, 
P,(x)= P,ILP,. (%)J,i=2,3,4, 
试 证 ， 对 任何 自然 数 n ,方程 
P,(x)= x 
的 解 是 互 不 相同 的 实数 ， 
ORE) 
题 3 一 个 长 方形 盒子 能 完全 被 单位 立方 体 填 满 ， 若 在 
此 盒子 肉 尽 可 能 放 入 体积 是 2 个 单位 的 立方 体 ， 且 使 小 立方 
体 的 边 平行 于 盒子 的 边 , 则 恰好 能 填充 到 盒子 体积 的 40%%, 试 
求 出 一 切 具有 此 种 性 质 的 盒子 的 大 小 (2 =1.2599…)。 
(荷兰 ) 
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. 题 4 若干 个 正 整 数 的 和 为 1976, 求 这 些 正 整数 的 积 的 
RKE. (美国 ) 
题 5 ”已 知 含 请 个 方程 g= 2p 个 未 知 数 的 方程 组 
OsX, 十 QiaXae + s + G,aXq = 0 
| Gal1X1 十 GasXaz t eee E dgXg=0 


< a) 


和 


其 中 aE{ 一 1,0,1}, i= 1,2,"… bi j= l1l,2;: q. ME: 方 
程 组 (1) 有 一 个 具有 下 述 性 质 的 解 (x ,Xs,… ,Xa); 

D x;(7=1,23,…9) 都 是 整数 ; 

© 至 少 有 一 个 x, < <q), 

@ lx; |S = 1,2,30). 





(GTZ) 
Ee 。 设 数列 so,aiyuz,… 的 定义 如 下 : 
Uo =2, u, => | 
Unti =u (u2_  . —2)=u,,n=1,2,-, 
试 证 ; 
28 — (-1)” 
[u]=2 `Š , h=1,2,- 
这 里 Ex] 表 示 不 大 于 x 的 最 大 整数 ， 
(英国 ) 


题 解 


题 1 设 凸 四 边 形 ABCD 的 面积 为 
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. Sagon =32cm?, (1> 
并 且 , 不 失 一 般 性 , 设 
AC+ AB + CD = 16cm (2) 
《图 18-1). 于 是 
2S= AB. ACsin ZCAB+ CD. ACsinz ACD. (3) 
由 sinx 委 1 可 知 
2S< AB. AC +CD:. AC 
= AC(AB+CD), 《4 


r 
| 
| 
| 
| 

4 





B 





图 18-1 
因为 两 个 正 数 的 几何 平均 值 不 大 于 它 的 算术 平均 值 ， 所 以 
AC(AB+CD < (St 282CD, (5). 
由 (4)、(5) 可 得 f 
2S<( 4 4 ) ， (6》 


将 (1)、(2) 代 入 (6)， 得 


2 
64= 2s<() =64. 


出 此 可 见 ， 在 (4),(5) 中 都 应 取 等 号 .由 于 (5) 取 等 号 , 故 
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AC= AB+CD, 
再 根据 (2) 可 得 
AC = 8cm, 
出 于 是 四 边 形 ABCD 的 内 角 小 于 180, g 
0<sin<CABS1, 0<sinz ACD=<1, 
再 根据 (3) 可 得 
sin<CAB=1, sinz ACD=1, 
pp <CAB= Z ACD= 90°, 
因而 4B f CD. 由 勾 股 定理 可 得 
BD: = ( AB+ CD)? + AC!’, 
所 以 BD= 8v 2 cm, 
这 就 是 另 一 条 对 角 线 唯一 可 能 的 长 度 。 
E: ”用 数学 归纳 法 不 难 证 明 : 当 jx|> 2 有 时, 必 有 p(x) 
>x, 因 此 我 们 在 定义 域 [ - 2,2] 上 讨论 p. (x), 并 作 代 换 
x= 2cost, tC€[0, z]. 
首先 用 数学 归纳 法 证 明 ， 对 于 任何 自然 数 * 有 
P, (2cost) = 2cos2"t, 
事实 上 ， 当 n=1 时 ,由 
Pi(2c0st) = 2(2cos2#— 1) = 2cos2# 
可 知 命题 为 真 。 
设 命题 对 # 一 1 为 真 ， 即 
P, _ (2cost) = 2cos2"- lt, 
H Pa OREL N, 
Pa (2cost) = P LP, _, (2cost)1 
= P, (2cos2* 1) 
= 2(2cos?2"71ł — 1) = 2cos2"t, 
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故 命 题 对 4 为 真 ， 
其 次 ， 我 们 来 解 方程 
P, (2cost) = 2cost, 





妈 解 方程 
2cos2"t= 2cosl 。 
由 方程 (1’ ) 可 得 
2?f = tft+2mr, m=0,+1. 二 2，…。 
即 t= 2rnzr m= 0 +1 +2 1. 
2" 41” 
从 (2) 中 取出 下 列 2" 个 值 : 
2k :一 
te= gea , k=0,1, ;2 t=1, 
i n- 
si ge l= 1, 2, =, 2°73, 


显然 ， 这 两 组 值 满足 下 述 关系 
0=sçh <i <, 
0<s, <s <. 1 < 


H AF52 PS 2 fE C IBJ[ 0, 238 E y EE B, n 


2cost, (XE 3B ,2coss,), 


(1) 


(1”) 


(2) 


R= 0,1,.…,2"7! 一 1( 对 应 地 ,!= 1,2,°.…,2" 1), 


是 方程 (1 ) 的 不 同 的 解 ， 


再 来 证 明 ， Fro Ssl SÉ, <2"! 一 1,1<l, a<2" 1) . 


如 其 不 然 ， 由 


2k. _ 2lo% 
2*—1 , 2*"4+1 
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可 得 。 有 = 名 入 二 =k + hdr i 
因为 (2,2" -1)=1, 即 2 与 2"-1 互 质 , 并 且 /, 是 自然 数 , 所 
以 应 有 2” -1 整除 &, ,但 是 0 委 Ro 委 2 1 —- 1, KVA ko =0， 
从 而 i= 0, 这 与 11o 矛盾 ， 
几 此 可 见 ，2cosfi 寺 2cossi (0=<R,<2"" 1-1, LSAS 
2"- 1), 也 就 是 说 ， 
Xy = 2cosh, (k=0,1,..,2" +!—1) 
和 xı = 2coss, (l=1,2,.…,2"~™1) 
是 方程 P.,(x)= x 的 2" 个 互 不 相同 的 实数 解 .并 且 由 P, (x) 
的 定义 可 知 , 这 个 方程 是 一 个 2" 次 代数 方程 , 由 代数 学 基本 
定理 可 知 ， 方 程 再 也 没有 其 他 的 解 。 | 
题 5 设 盒子 的 边 长 分 别 为 al ,ai ,as。 由 于 盒子 能 被 单 
位 立方 体 填 满 ， 故 知 sl ,4 ,4, 都 是 正 整 数 .又 体积 是 2 个 单 
位 的 立方 体 的 边 长 应 为 以 个 单位 长 庶 ， 并 且 对 每 个 or 
1,2,3) 都 可 找到 一 个 正 整数 bi, 使 1 
b 6⁄3 <a <(b + 22 ,G=1,2,3), (1) 
H, HTa,,bi 都 是 整数 ， 赦 不 会 出 现 等 号 。 
由 (1) 可 知 





:= =]. | G= 1, 2, D 2 


由 于 体 职 是 2 个 间 位 的 立方 体 恰好 赴 充 到 信子 体 各 的 40%， 
故 知 





ses bY 70V E “bed 2 = bib sbs, 
即 aaa s = 5b1bzbse I (3) 
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出 此 可 见 ， a, g; ,q; 中 必 有 一 数 能 被 5 整除 ， 并 且 
b: b: .bo l 


=, (4) 
a, a, a, 5 
将 (1 的 右 端 三 个 不 等 式 相 乘 ， 并 利用 (3) 得 ， 
50,b,b,—<2(b, +1)(b: +1)(b; +1). (5) 
为 了 区 别 各 种 情况 ， 再 推导 出 几 个 式 子 。 由 于 
5 


f 1. .25</ 2 <1, .26 = $5, 


故 有 





ysis Sat 
并 且 在 上 式 中 至 少 合 有 一 个 严格 的 不 等 号 .因为 ,车 [- 轧 5] 





-4 a ti 
sa MEY 2>1,25 TJ m i < Am yi] 


<= 人 44， 这 样 就 得 到 一 个 在 下 面 讨论 中 非常 有 用 的 不 


等 式 
b. 一 和， (i= 1,2,3)。 (6) 
d; 5 


类 似 地 ， 由 


s= [y| ss: 
可 得 另 一 个 非常 有 用 的 不 等 式 ， 


b 50_ 1 
a, a, 63 a,” (i= 1, 2,3). (7) 
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特别 地 ， 我 们 有 











` b, —50_ 1 _ 137 _ 
3424, — >g a 252 e 

Y| b, 50__1 _ 79 = / 
当 a,26 时， 元 >53 e ag e, (7”) 
当 a,>9 h, b, >90 143 -4。 


a, 63 9 63 
(6)、(7)、(7 ) 在 下 面 的 讨论 中 将 用 来 检验 各 种 情况 下 是 否 能 
求 出 满足 题 意 的 解 。 为 讨论 方便 起 见 ， 先 根据 (2) 将 a;， bi, 


di 


2 (1<i<3) 的 可 取 值 列 成 一 表 PRYE = 1.25); 




















a, Ka, Kaa (M b <b,<b.), (8) 
RIIKE: 4a, 3 时 , 问题 无 解 ; a, = 2 时 ,问题 
只 有 两 解 , 41 = 2, ax: = 3， as=5 和 和 a1=2,4,=5,0s=6. 为 
此 ,分 别 各 种 情况 讨论 于 下 ， 
MEI. =s. 
我 们 证 明 , 当 a, = 3( 即 b,= 2) 时 ,问题 无 解 。 
由 (5) 可 知 , 此 时 有 


239 


10b,b,<6(b, +1) (68, +1), 
从 而 用 65.5, 除 上 式 两 端 得 


stap ta) 
由 于 a, <a, BB b,<b5,, W 
3<(118)， 


5 gd 
从 而 有 





由 表 4 可 知 ,ay 二 5, 但 是 a,Za, = 3, 故 








3<ça,<ç5, 
故 知 a, 仅 能 取 3,4,5， 
@ a, = 3, 
an b, _ b, _2 
BRAHE -和 -= 和 ,根据 (4) 可 算出 
1 : 
bs _ 9 
a, ` 20 


SODES, HTA AG oo<4; 又 因为 ni ,as 都 不 能 被 


5 整除， 所 以 cs 应 被 5 整除 , 从 而 又 有 4 一 5， 这 就 得 出 韦 
盾 ,由 此 可 知 此 时 间 题 无 解 ， 
@ d = 4, 
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类 似 地 ,一 方面 应 有 as 之 5, 另 





a _2 
<A 
可 知 a, — 4, 8115383 F ER. 
@ a,=5. 
类 似 地 ;一 方面 应 有 a>, = 5, 另 一 方面 ， 由 -2a = 
<A, 可 知 cs<4, 故 知 此 情形 下 问题 也 是 无 解 ， 
x ML: aa, 
我 们 证 明 ， 当 01 之 3( 即 51 之 8) 时 ,问题 无 解 。 
由 (5) 可 知 , 此 时 有 


PESI <( TaS +g) 





RAH 5,23 8, vig >i, HA 
5 .3 _ 15 工 YT 1 1 
2 4 Scà(1+ Jara) < (i+) ， 
从 而 可 知 
15 +) 
1 _ | 8 _— 1 — 
b, < 二 = 7 7 120 +8) 
8 8 


< 121 +8)<x 19<3, 


这 和 ， > SOA ADEE FAEN. 
JEE: a2. 
首先 证 明 ， x a, =2(8 b, = DEF, 必 有 aS 
出 (5) 可 知 ; 此 时 有 
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5b,b,<4(b, +1)(b, +1). 
X. H bb, 可 知 


< 人 (1 TE + <l +). 
从 而 可 知 


b,<——— = — < <9, 








因此 由 表 .4 可 知 a,<11. 

其 次 证 明 ， 当 a, =2 并且 6<a,=<11 时 ,问题 无 解 。 

由 于 a, =2, b, =1, 故 可 根据 (4) 和 表 4 算 出 G. =6,*°°, 
11 时 对 应 的 -2s- 之 值 ， 


a 



































bs 2.6 2.7 2.8 2.9 2.1 2. 
as 5 4 5 5 | 8 6 5 7 5 7 5 8 
N 6、7、8、9 6、10、11 
2 — 
因为 4 7576777 4 7 8 
2 6_3 
并 且 54 r <As. 


故 由 (7 可知 当 a, =2, 6 和 0 S11 时 ， 应 有 as<6, 这 是 与 
a,Zza,Zz6 矛盾 的 ,所 以 在 此 情形 下 问题 无 解 . 
最 后 ,分 别 讨论 a, =2,3,4,5 的 情形 ， 仍 根据 (4) 和 天.4 


分 别 算出 as 的 对 应 也- 值 ， 
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由 此 分 别 讨论 于 下 ; 
四 a,=2, 2a - 告 ,此 与 (6) 矛 盾 ,所 以 此 时 间 题 无 解 . 


@ a, = 3， Cn a,, 
a, 都 不 能 被 5 整除 知道 , 必 有 5 整除 a,, 因 而 0, 宇 5。 从 而 得 
as = 5。 也 就 是 有 


a, =2, aq, = 3, q, = 5, 
不 难 验证 ,这 是 问题 的 一 个 解 。 
@ a, = 4: bs s$ <A, 从 而 由 (7 ) 可 知 a,<4, 这 


G; 
5 a,Za, =4 矛 慎 , 所 以 此 时 问题 无 解 。 
@ os=5: Ls =]0<4。， 由 (7 ) 可 知 ，as<9; 又 由 


Qs 
15b, = 10a, 可 知 3 整除 cs ,因而 a, 不 会 是 5,7,8. 由 9; 之 4， 
=5 可知 ,上 只 能 有 0,=6。 也 就 是 有 
不 难 验证 ， 这 是 问题 的 一 个 解 。 
a,=2, a,=5, as=6, 
综 上 所 述 ,盒子 的 大 小 只 有 两 种 : 
2x3x5 或 2x5x6， 
题 4 因为 1976 表示 成 正 整 数 之 和 的 表示 式 只 有 有 限 
个 ,所 以 对 应 的 乘积 也 只 有 有 限 个 ,因而 其 中 必 有 最 大 者 .。 设 
正 整数 xxz:，…xn 满足 条 件 
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X, +X, + +X, = 1975 (1) 
FEER 
P= XX Xn (2) 
EAR. Xit, GS 1,2, nya 8 F PE: 
D x,<4 CG=1,2,. ,8). 
不 然 的 话 ， 例 如 ， 设 x >44, 则 可 将 xi 拆 成 xi -2 与 2 
zm, mA 
(X, = 2) +2 +X, tet X, = 1976; . 
但 是 由 (xi 一 2).:2=2x1 一 4= x+ (x, -—4)2>x, 可 知 
(x, 一 2) BKK XX Pe 
此 与 是 最 大 积 了 矛盾 ， 
D Xi G=1,2, f). 
否则 , 设 x = i, WA 
(1+x,) EX, tt X= X, tX, t'e +x, =1976, 
但 是 EXA X, DX Xy Xa = b, 
此 与 是 最 太 积 不 盾 . 
图 车 xi(1<i<n) 中 有 等 于 4 时 ， 则 可 用 2+ 2 代替 而 
不 改变 乘积 (2) 之 值 ， 
例如 ， 设 x = 4, 则 令 Xx，=2,x;=2, 就 有 
X, tet X,-i FX, SX T TX, —-iTXI+X=196, 
但 由 4=2+2=2x2 可 知 
P=X Xn- Xn = XXn Xna 
由 性 质 亿 一 国 即 可 推 得 ， 最 大 积 情 应 具有 形式 
p=23*. . (3) 
在 (3) 中 ， 必 有 ?<<3, 不 然 的 话 , 阁 ?3, 则 由 2+2+2=3+3 
可 知 | .. 
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24+2+…+2+3+3+ 十 3 
=2+2+…+3+3+3+…+3=1976， 
但 是 由 23< 32 可 得 
b= 2785 = 23.2” 33 < 32.27 -3 = 2 335+2, 
这 与 2 为 最 大 积 了 矛盾 .由 此 可 见 , r 只 能 取 0,1,2. 
-最 后 ， 由 
1976 = 3x 658+ 2 
可 知 最 大 积 为 
p= 263555, 
题 5 考虑 4 维 向 量 X= (xxXa yxa), 若 元 的 分 量 x， 
都 是 整数 ， 并 且 满 足 条 件 
lx;|p,(j=1,2,.…,9), (1) 
WEET a AS SORR 
0, +1, +2, =, £p 
中 的 值 , 共 有 2p+ 1 种 取 法 ， 故 满足 条 件 (1) 的 4 PRE Et X 3k: 
有 (2p+ 1) A, 
因为 euy€{ 一 1,0,1}, 所 以 满足 条 件 (1) 的 9 SI E X E 
应 满足 下 面 的 不 等 式 


q 
| > ouaj| = | ax + Aika + «+ GroXa | 
11 


<|x,|+]x,| +t |x Spa, 
(£= 1,2, pp 
也 就 是 说 ,在 上 式 中 , 左 端的 每 个 
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9 


> a, X; =qaxi T dXst e + MaX OASIS p) 


只 能 取 0,+1, 圭 2,.*， 土 pq 中 的 值 ， 因而 至 多 有 2pq + 1 种 
取 法 ,由 此 可 见 ， W d 维 向 量 (x1,Xx,,，…,xa) 满 足 条 件 (1) 时 ， 
下 面 的 乡 维 向 量 


q q 
( > Gi;X;, > GsXjs ta > apx; ) 《2) 
— 一 x 


至 多 有 (2pg+ 1)” 4. 
因为 (2p+1) = (2p+1)*?= (4p? + 4p+ 1)” 
>(4p? +1)” = (2pq + 1”, 
所 以 ， 一 定 存在 两 个 不 同 的 9 维 向 量 


X = (XX . Xa) l ATS Griais ,Xa) 


4 q q 
使 得 r , , 
Gi;X;5 GsjXys "y Gb; X; 
j=1 j=1 i j=1 


q q 
=( > oy, > oz 和 oj )， 
f=1 了 一 工 j=1 
即 
| > oz xi) =0 
| j=1 
| a 
gee pos 


| 
j 
| 
Se —-x;)= 0. 


a 
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于 是 
(X1— Xi Xs ~ Xi, XQ = X) 
就 是 满足 题 意 的 解 ， 因 为 
D 由 于 x;,x1(j=1,2,…,9) 都 是 整数 , 故 x; 一 x 也 都 
是 整数 。 
© HT X j X RARA x; -XI = 1,2,…9) 中 至 
少 有 一 个 不 为 零 ， 
© 由 于 |z;1<p, lx;|<pG=1,2,.-,q), ñE 
lxxii ls] + 1x;|<2p=q, 
是 6 首先 用 数学 归纳 法 证 明 ， 当 ”>0 时 ， 


2 一 (一 1 ) 4 一 (一 1 ) 玫 

2 二 (= 一 | -3 二 1 一 

H, = 二 2 3 2 š . 

事实 上 

5 21-( 一 1)1 21-(-1)1 
u= 21+2 1=2 ° +2 ° s 

5 22 一 (一 1 Š -2 一 1 ) 2 

u. = = 8 十 2 _ 9 

2 2 


可 知 命题 对 n=1,2 为 真 。 
设 命 题 对 n=h-1, kHH, 我 们 来 证 明 命题 对 n = R+1 


为 真 。 设 
fay ZC 


3 
出 数列 的 递 推 关系 得 
u = (2 tE, ILU TLS SC 2 
-三 -= fk) ta (h< Dota + 


247 


polr R 2 oaro L 
. f I 2 
因为 
一 k- 
fk) + 2/(h-1)= 2'- OD, g2 - 一 (一 1) 
fs] 


3 


z 2 (1) =f(k+15, 





3 
2*—=(—1)* 21- (—1)*"1 
ky-2/ek-1)= 2 一 2， 
O -2 01- = 
c= (m1) : `. at . 
所 以 
一 1 yk _¿ I yK 5 
Upp 2I EDOD OTR Fo g D Tose 
因为 
2 
所 以 . 
人 
| ktt eH atti (Liktl 
= 2 3 +2 $ . o 


这 就 证 明了 命题 对 ?=R+1l 为 真 ， 
其 次 证 明 ， 


fim 2 C D" 


` š 
EEK. 
AAH n ABR, 
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*= 1(mod3) R( —1)"==-1(mod3); 
当 n AAR, 
2"=2(mod3) B e~ 1)"=2(mod3), 


所 以 
2"— (-1)"==0(mod3), 
办 此 
fO) = 
.是 整数 ， 从 而 2-'‘"’ 是 真 分 数 . 由 此 可 知 
和 一 
[Las 三 2 ° . 
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第 十 九 ' 届 ， 


第 十 九 届 国 际 数 学 奥林匹克 于 一 九 七 七 年 七 月 四 日 至 五 
日 在 南斯拉夫 举行 。 


sé 赛 题 


题 1 在 正方 形 ABCD 的 内 部 作 等 边 三 角形 ABK, 
BCL, CDM 和 DAN， 证 明 四 线段 KL、 LM、MN.NK 的 中 
点 和 八 线段 AK, BK,BL,CL,CM, DM, DN, AN 的 中 点 ， 
是 一 个 正 十 二 边 形 的 十 二 个 顶点 ， 

( 6 分 ) 

题 2 一 个 有 限 项 实数 序列 ， 它 的 任意 连续 七 项 之 和 是 
负数 ， 任 意 连 续 十 一 项 之 和 是 正 数 ， 试 问 ， 这 样 的 数列 最 多 
能 有 多 少 项 ? 

(6 分 ) 

题 3 设 # 是 给 定 的 整数 , 且 n>., V, 是 整数 1+ kn 的 

合 ,其 中 =1,2,…, 一 个 数 mEV, ,如 果 不 存在 数 p.q€V,, 
使 pg =m， 则 称 数 亚 为 V, 中 的 不 可 分 解数 ,证 明 ， 存 在 一 个 
数 rEV,， 它 可 以 用 不 止 一 种 方式 表示 为 这, 中 儿 个 不 可 分 解 
数 的 乘积 (只 有 元 素 次 序 不 同 的 表示 式 认为 是 相同 的 ) . 

《7 分 ) 
题 4 设 4.6.4.B 为 已 知 实数 ， 
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f(0)=1 - acos0 一 bsing — Acos20 — Bsin20., 
证 明 ， 如 果 对 于 一 切实 数 6， f(00)20, W Aa +b, 
A: + Br<1, ~ - ALET) 

题 5 设 a、 b ERK, Batto 被 6+6 除 时 ， KA 

q, 余数 为 了 RDA MACA b), {E q? +r=1977. 
《7 分 ) 

题 6 设 /Gom) 是 定义 在 正 整数 集 上 的 函数 ， 所 取得 的 函 
数值 也 在 正 整数 集中 .证 明 ， 如 果 对 于 每 一 正 整数 " ， f (n+ 
DSJ], 那么 1(m =” 对 于 每 一 “人 都 成 立 。 

8 分 ) 


u. W: 


题 1 如 图 19-1 所 示 , 以 已 知 正 方形 的 中 心 O 为 原 
点 ,以 正方 形 边 长 之 半 为 长 度 单位 建立 直角 坐标 系 . 则 正方 形 
四 个 顶点 的 坐标 分 别 为 : 
4(-1 -1), BO, -1), C1,1), De-1,1), 
因为 所 作 的 四 个 等 边 三 角形 分 别 对 称 于 x MR o h, 
DL K.L.M.N 四 点 在 x 轴 或 >》 轴 上 , 从 而 不 难 求 得 它们 的 坐 
标 分 别 为 : 
KO0, Z 3-1), LL-(v 3:-1),0], 
ME0, -G/ 3 -1)), N(V3-1,0), 
设 CL.NK.CM 的 中 点 分 别 为 Pis P,. Pao #J H h K 
标 公 式 可 得 这 三 个 中 点 的 坐标 : 
pq) AS 





251 





o 剩 轴 两 点 间 的 上 距离 公式 可 得 “ 

a (p 
| = 7473 527V 3> 
ARNEO] 


s 7-4 3 =27V 33 
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2 
IOP, = J == Ly. (Za =V FE, 
or (0-2) -rvs 
2 8 IOPII=|OP,|= OPI ` 
且 IP,P,|= [PaPa]. 


ETTET 
Pis Pes Parte Pas Pis 与 O 点 的 距离 都 相等 , 即 EMREN 
OSM. E L, 35 R S 318898 X 2 Ht 
WN RS WET- "V 3), Mk, 这 33 个 点 是 个 正 十 一 
UBERAK. i 

题 2 首先 我 们 来 证 明 5 ,这样 的 数列 的 项 数 不 可 能 大 于 
16. 用 反 证 法 . 候 定 存在 一 个 这 样 的 数列 ， 其 项 数 大 于 16, 设 
这 个 数列 为 


1 Alsas Ggs "ss 017 9Gne (n2:17) 


由 已 知 条 件 可 得 
(a, 十 Ge teeta) + (G; +ay+ 十 ig) 二 
E Capt ag te tam)>0 `: CI) 
(a, +a, +e +a,)+ (a, +a, tee +T Q, + 
+ antat e +ay)<0 {ir ` (2) 


但 是 (1)、 《2 ) 两 个 不 等 式 的 左边 都 等 于 ar +2a, + 3a。 
+43, +5a, +6a, +7a, +7as +7a, t 7a, +7a,, + 60 +50; 
+ 4q, + 3915 + 2G,e +G); EHER A, 推出 的 东 等 式 
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(1) 与 (2) 矛 盾 ， 故 反 设 不 真 ， 因 此 ， 这 样 的 数列 的 项 数 不 可 
能 大 于 16， | 
而 由 16 项 组 成 的 这 祥 的 数列 是 存在 的 .为 了 说 明 这 一 点 ， 
只 要 举 出 一 个 例子 就 行 了 .例如 ,数列 | 
5s 5; -13, 5; 5, 5, ~ 13, 5, 
5» — 13, 5s 5s 5, — 13, 5s 5, 
有 16 项 ,并 且 这 个 数列 的 任意 连续 七 项 中 有 五 项 等 于 5 ,二 项 
等 于 - 13, 其 和 为 一 1<0; 而 任意 连续 十 一 项 中 有 八 项 等 于 5， 
三 项 等 于 -13, 其 和 为 1>>0。 . 
由 此 可 得 这样 的 数列 最 多 能 有 16 项， 
题 3 = {1tn 1+2n, =+, 1+kn，…} 其 中 1>2， 
h=1,2;5°。 | 
因为 n>2, MURRE n- 1EV,, 2n— 1€V,y FH 
n—1 与 22-~1 均 不 可 能 分 解 成 几 个 V, 中 的 数 的 乘积 ， 而 
(hn— 1)(2n— 1)= + (20 — 3)n€FV,,,. | 
(n=1)*=1+ (n<=2)n€F,, | 
(22 一 1)2 = 1 +4(n-1)+n6€H,,, 
所 以 (n-1)(2n-1),(n-—1)2. (2n— 152 都 是 Fs 中 的 不 可 分 
解数 ， 
设 r=(n-1)2(2n-1)°, WA 
(n-1)2(28-—1)°=1+[n(2n—3)%2 +2(2n— 3)]+n, 
GE: rCV,. 
并 且 7 可 有 如 下 两 种 方式 表示 为 V. 中 不 可 分 解数 的 滋 积 : 
r=(n-—1)2.(2n—1)2; 
r=[ Cn- 1)(2n— 1)]°[(n m1)(2n -1)], 
由 此 可 见 ， 存 在 着 一 个 数 +E8V,， 它 可 以 用 不 止 一 种 方 
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式 表示 为 Vn 中 几 个 不 可 分 解数 的 乘积 ， 
题 4 选取 两 数 a, B, 使 


_ G : 5 b 
cosa = aT no oi 
A B 
cosh = Br SPS A 


就 有 fO) =1-—-.Zat +bšcos(0—-e)— V A? + B: cos (20 一 
B). FOZ 可 以 表示 为 
1 ~v aš + bš cos(0 — a) 


-vV A:+B?cos(20- B)Z0, 
即 有 v A? + B° cos(28 — P) | 
<1-— at + bšcos(0 -a). (2) 


ATAO 对 一 切实 数 .2 都 成 立 , 故 (2) 对 于 一 切 2 也 
都 成 立 . 设 9 =P MI 20-— B= 0,cos(20 — B)=1， 可 得 


| VAF BSI -vatt b cos[-Ë - a), (3) 
ik a= + B = _ a= m +( Ë ` 
Bosat 20 8=27, 0 “== +( Ë ) 从 而 
cos(20— P) =1, cos(0 — a) = = cos( Ë — a), 就 有 


VATE SI +VAT cos $-a). (4) 
(3) + (4) ,得 S 
2v A? + B°: <2, 
a vV A+ B: SLL 
pp A: + B:2S21 
又 因 不 等 式 (1) 可 以 写成 
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va? +b? cos(0 — e) 
=<1- . A: + B cos(28 — B) 《5) 


显然 ,不 等 式 (5) 对 于 一 切实 数 0 也 都 成 立 , osat W 


0- a=， 20- B= (2a- B) + $> 从 而 cos(9 -0) = 2, 


cos(20 — B) = — sin (2a — B), 有 





athe + Az Bš sin(2a- B). (6) 
Ho =a- o W o-a 一 全 20- B= a-p, 


K cos (6 - 四 -oos(20- P) = sin(2a 一 k 有 





2 2 Yá .../ašs a? + bS- JITE + B? sin(2a— B). (7) 


OA 
` vV 2 ev att b2, 
TEET SET 


gp a+ b2, . 
题 5 a?+b?=(a+b)eq+r (0<r<atb) (1) 
q? +r=1977 (2) 


由 (2) 及 rrP0 得 9 和 1977,9<44。 
我 们 还 可 以 证 明 9 委 43 为 不 可 能 。 事实 土 ， 
°“ 2(a2+b2y2(a+b)2, 


。 a2+b’、 a+b l 
.. arb >> E " . 7 = (3) 
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waa, gt r oake 


arb aro aro l 
q> r = 1. (4) 


> 
如 车 9g 志 43, Mj r= 1977 — q*2>1977 — 43? =128, 地- 1=63, 


出 (4) 可 知 ,这 是 不 可 能 的 ， 
所 以 ,g= 44, r=1977 一 44:=41, 代 入 (1)， 得 
a? +b2=A44(a+b)+41, 


移 项 并 整理 ， 得 i 

(a— 22)? + (0 一 22)2 = 1009, (5) 
令 x=a-22, y=b-22, : o (6). 
得 x? + y? =1009。 .: . I Ë (7) 


我 们 来 求 方程 (7) 的 整数 解 (x 出 于 整数 平方 绚 个 位 
数字 只 可 能 为 0,1,4, 9, 6,5, 所 以 , 若 取 x? 的 个 位 数字 为 0， 
1,#, 9, 6, 55 R| y? = 1009- x* 的 个 位 数字 对 许 地 分 别 为 9， 
8,5)0,3,4,， 它 也 是 整数 的 来 方 ,所 以 个 您 数字 只 研 能 为 9 
0,4. Wit, xš y 的 个 位 数字 只 可 能 有 下 而 四 外 六 应 的 和 
襄 ， ; 
x’ BAR. Os 4 79 5 
x° 28 F. 9,5,0,4. U. . 
由 此 可 见 , 在 x° 与 y+ 两 个 数 中 ， 必 定 有 一 个 的 个 位 数字 十 
0 或 5， 从 而 与 ?两 数 中 必定 有 一 外 的 个 .位 六 ' 字 是 0 或 
5. X. xy WERE), W x2 委 1009，22<1009。 所 以 x 
与 y 这 两 个 数 中 必定 有 某 一 个 ,其 绝对 值 只 机 能 为 65 5; 10, 
15, 20, 25, 30。 不 妨 讼 1x| 取 这 些 值 ,逐一 柄 入 477 钙 之 ,由 
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y? =1009- x 是 整数 的 平方 可 得 ，ixi1 =15,|y|=28. #H 
方程 关于 x.y 对 称 , 还 可 得 |?| =15,|x| =28, 于 是 得 
x= rl5,y= +28; R x= +28,y= +15. ` 
又 因 a.6 EER, H64 x> 22, y> -22, W x= 
-28 R I= -28 不 合 要 求 ， 所 以 方程 (7) 的 符合 条 件 的 整数 
解 有 下 列 四 组 : 
(x=15 [s= W |. 
y=28; \y=28; y=15; Ly= -15, 
代入 (6)， 得 


人 人 N Nas i 
b= 50; b=50; b= 37; b=7. 


邵 所 求 的 数 对 (ac,p)7 有 下 列 四 组 ， 
(37,50), (7,50), (50,37), (50,7). 

Me 我们 先 来 证 明 ， 对 于 任意 正 整数 角 ， E ih, w 
FMR, 

N RRRA. 当 R=1 时 ,由 题 给 条 件 知 Fo) 是 正 
整数 ， 即 对 任意 正 整数 mv ïA fwar E.» aii 1 时 结 
ERE. 
设 结论 对 正 整 数 k 成 立 ， 要 证 明 结论 对 k+1 也 成 立 . 当 
n 之 k+ 1 时 ，# 一 1 之 kp， 由 时 纳 假设 知 ，f (n= Dk, AMA 
f[f(m-1)] 之 k。 又 由 已 知 f(D 之 [4 (6-1), WAM >k, 
即 有 f(5) 之 h+1, 因 由 ,结论 对 玉 + 1 也 成 立 。 … i 

` 壬 上 述 结 论 中 、: 到 有 = BIR ' ' : 
` ° Awena o k: D 
对 于 任 孝 正 整数 泸 立 。 l 

我 们 再来 证 明 / (7) 是 严格 溃 寺 函数 。 在 CD) 中 取 m- fa, 
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则 有 FL /(R)12/(hy, XN FREDSTID], Weft) 
>f k), Br UER f (n) E F Mr 38 8 bi 22 , | 
BFF BIESEEK n, f(n + DJLA], mmn 
FRERE, BeDDn+12>/(n), Bi 
[MS n (2) 
由 (1)、(2) 可 得 ， 对 于 任意 正 整 数 #， 有 
ÍO) = n, 
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第 二 十 m 


第 二 十 届 国 际 数学 奥林匹克 于 一 九 七 八 年 七 月 一 旦 至 十 
一 日 在 罗马 尼 亚 举 行 。 


党 赛 题 


题 1 k 1978" 与 1978" 的 最 后 三 位 数 相等 ， 试 求 出 正 
整数 nn 和 入 ,使 得 m+s 取 最 小 值 .这 里 4 二 m 之 1. 
(古巴 ，6 分 》 
题 2 在 一 个 球体 内 有 一 定点 呈 , 球 画 上 有 A. 8、C 三 
个 动 点 , <BPA= CPA= ZCPB=90°, 以 PA.PB.PC 为 
楼 ,构成 平行 六 面体 ,点 Q 是 平行 六 面体 上 与 点 已 斜 对 的 一 个 
顶点 , 当 4、B.C 在 球面 上 移动 时 , 求 @ 点 的 轨迹 . 
《美国 ，7 分 ) 
m3 i f; g: Z*—Z* 严格 递增 画 数 ， 且 上 CD)U 
gZ = Zt, ZONZO =g, g(0)= fL f(0l+1, $ 
JOL), RE 2+ 表示 正 整 数 集合 ，4 表 示 空 集 。 
(英国 ，8 分) 
题 4 #AABC 中, 边 4B=4C， 有 一 个 加 内 切 于 
AABC 的 外 接 贺 ， 并 且 与 48B、AC 分 别 相 切 于 P. Q, RE 
P. Q 两 点 连 线 的 中 点 是 AABC 的 内 切 圆 车 心 . 
(美国 ，5 分 ) 
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Eñ 5 EÉ H Ors02 3 ay,… 为 两 两 各 不 相同 的 正 整数 ， 
求证 ， 对 任何 正 整 数 ” ， 下列 不 等 式 成 立 ， 


(法 国 ，6 分》 
题 6 一 个 国际 社团 的 成 员 来 自 六 个 国家 ， 共 有 成 员 
1978 A. JE 1,2,3,…,1977,1978 编号 ， 请 证 明 : 该 社团 至 
少 有 一 个 成 员 的 顺序 号 数 ， 与 它 的 两 个 同胞 的 顺序 导数 之 和 
相等 ， 或 是 一 个 同胞 的 磺 序 导数 的 二 信 ， 
I (荷兰 ，8 分 ) 


题 fm 


题 1 由 题 意 ，1000|1(1978* - 1978"“)》， Bp 23532" 
.989".(1978"-—"— 1), 
`° 989" 与 (1978"-" 1) 都 是 奇数 ，w， 2:|2"%,m23, ` 
又 2” 与 989" 都 不 含 因数 5, -53|(1978”-” 一 守 ) .而 
1978" = {2000 一 22)"-*=1000k + 《一 22)"-" (这 里 的 上 及 
下 面 的 1,p,1,j,s,+， 9 等 均 表 示 正 整数 )，。… 521L( 一 22 和 7 
-1]. 由 于 22: 的 来 位 数字 是 2.4.8.6.2、.4.8.6,… 循 环 ， 所 
以 仅 当 412 一 了 0 时，( 一 22 入 一 能 被 5 整除 , 不 妨 设 站 一 所 
=4p. | | 
(-—22)*? = 484*?= (500-16)27 = (10001 + 256)” 
= (125j+6)?=125s+6?, 2, 53|67—1, 


而 6" 一 1= (5+1D?-IT= 59 +5 bP + sp. 
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一 2 .5b—-3 
=5(5 t+p 3 ) 
. 2 .P73 .. | 5p-3 °" p2 = 
se 5 | 2 多 . 5] 2 . .. 5 |p» BH p 25q. 


Tin- m= 4p= 100. Rim = ars 1030kg = DN, 
n+ mA 106. 
题 2 以 球 心 0 为 学 标 原点 ， 射线 OP 为 Ox 轴 , 球 半径 
为 长 度 单位 ， 建立 直角 坐标 系 O-xyz。 
设 1OPl =p(O<p<1)， 则 也 点 学 标 为 (p;0， 0). 
E A. B. CERDA (x 1,y 21), (X,, Yis 22)， 
(X,,ys zs), 由 于 它们 都 在 球面 上 ， 所 以 有 
xityitzi=l (i=1,2,3), (1) 
于 是 向 量 OP OP, PA,PB, PC 的 坐标 分 别 为 ， 
oP = (p,0,0), PA = (x, Xi 一 由 ?1921)9 
PB =(x, —P.sy:s2,), 五 C- (X, —b,yss zs), 
HZ BPA= ZCPA= ZCPB=90°, W PA, PB , PC w 
两 正 交 ， 因 此 PA. PB =0, PB PC =0, PC- PA =0, 
RA 





XiX +y, yx + 2 2, — p(x, + Xs)+p:=0, 
X,X,+ y,ys t ZZ -PEX TX,)+ p*=0, 
X, X, +y si t2 2, = p(x% +X )+p'=0, 


三 式 相 加 ， 有 


3 


(m ty tzaz) =2p > X1 + 3p =O, (2) 
mn | i 

而 OQ =s OP + PO = OP + PA + PB + PC 
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=(X, +X, +X, — 2p,Y) T X. Ty, 
Z, +Z,+z,), ` 
108] = {C(x +X% +X, ,-2p)*+ (y; +y, +y.) 


i 
+(z, +z + z,)2)2 


3 

-Í > (2 二 3 二 2) 
í =1 

3 


1 
+2 2 > (X X, +y, ÉM; Tl Zi D-O a 了 


iiz 1 
+j 


由 (1),(2) 可 得 
[OQ | = viap’, 
所 以 Q@ 点 在 球面 S, x? + y*+z*=3-2p: 上。 , 
反 过 来， 对 于 球面 上 任 一 点 4“ , 必 有 单位 球面 上 的 三 
AA, B,C, BPA = ZC' PA = 2C PB =90°, 
且 Q' AUPA, PB’, PC 为 楼 的 平行 六 面体 上 与 了 矢 对 
的 顶点 。 l 
事实 上 ， 球面 S 可 以 看 成 是 由 半 贺 周 C ， 
x? + y2 + z22 = 3— 2pš% 
y=0 
f z—0 : ` 
绕 Ox 轴 旋 转 一 周 而 生 成 的 , Wk R S E 85 CL 的 一 上 Q’ 
讨论 就 可 以 了 。 
我 们 可 取 4 ,BC 使 OOO 
.PA’ =R(cos0,1,sin0), PB’ = R(cos0, —1,sin0)>, 
PC’ =i- sing,0,cosb) (0S0<27) i 
不 难 验 证 ; <B PA = 2C PA = <C PDB =90°, 为 
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使 |04'|=1OB' 1=10C 1=1， W k= h(0) = ( — peos 


+, 2 一 bp2(1+sin20) /2.1=1(0)= psin8 + T- p°cosš0, 


iki, OQ = OP + PA + PB” + PO , 即 Q' 的 坐标 为 ， 
[p+ 2R(0)cos0 — [(0)sin0,0, 2&(0)sin0 + I(0)cos@], 
即 为 





[V 2 — p2(1+ sin20) cosg 一 v 1 一 bzcos2gsing,，0， 


V 2 2 一 六 —p2(1+sin20) sing +v 1-p -pe cos 20cos0 1], 


容易 验证 ， 50 |2 =3-2p?. JER 24 0 =z — - arcsin 


. 1 
(m sing = ,cos0 = ym, 得 到 Qi， (3 355， 





0, 0); 3 2 -arcsin (BI sinf = - Z eon0 YE) 


时 ， 得 到 Q;，(w3--2p?,0,0)。 出 子 当 9 在 [0, 2x] 中 取 值 
时 ,点 Q” 的 坐标 都 是 2 的 连续 函数 , 所 以 半圆 局 C 上 的 点 区 
满足 条 件 , 从 而 球面 S 上 的 点 Q 缘 满 足 条 件 ， . 

因此 ,所 求 Q 点 的 轨迹 是 与 已 知 球 同 心 的 一 个 球面 S , 它 
的 半径 为 3- 2p. (长度 单 位 为 已 知 球 半径 ,p= 19 站.) 

题 3 ”为 求 f(24), 先 讨论 函数 f,9 的 一 些 性 质 ， 

狂 质 1: f(1)=1, g(1)=2 

事实 上 ， 由 题 意 ， BIRRE 或 KORRA, 但 
g(1)=f[f(1)J+1 之 1, 所 以 ， f(D=1, MB sQ) =F] 
+1=f(1)+1=2. 

性质 :2.， 对 于 给 定 的 ,全 6。 为 不 等 式 9(x) <S iE 
整数 解 的 个 数 ， 则 

fln)=n+R,, 
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事实 上 ,由 假设 可 各 | 
f(1)=1<g9(1)< .< gh) <fn) 
是 代表 了 (m) 个 连续 的 正 整数 , 但 另 一 方面 ， 它 显然 由 #1 个 正 
整数 (1)，,. DIDE ha 个 正 整数 9(1)，… oE ARR i 
{mntk 
PEM 3; 22 f(n)= N, W 
(D f#(N)y= N+n-1; 
(D. f(N+1)= (N+ 1) + n, 
事实 上 ,因为 g(x-1)=f[f(n-1D]+1&f(N-1)+1 
<J(N)K gmn) =f[ f(n)]+1=fO(N)+1>fGN), ' 所 以 适合 
9(x)< f( N) 的 最 大 整数 x 必 为 4-1, 因 此 
1(N)= N+n-1. 
HEE, f/(N+1)=N+t+n+1。 
性 质 4; g(n) =f) +n, 
事实 上 ， 由 性 质 3 ，g(n) = FEIDH =LA +n 1] 
+1=f(n) +n, 
性 质 5 , 1SfGn+1)- f( n) <2, 
2=<g(n+1)- gun) 3 
事实 上 ,不 等 式 f(n+t 1) -了 (n) 渤 1 是 显然 的 ， 于 是 g(n+ 
1)-g(n)=[f(n+1)+n+1]J-Lf/On) +n]= J (n+ 1) = fx n> 
+122., JAS583K g(n+ 1) g(n)Zz2 说 明了 在 g(n) 5 g(n + 
1) 之 间 奎 少 有 一 个 通 数 上 的 值 存 在 . 由 此 也 就 说 明了 在 fO) 
与 Ja+1) 之 间 至 多 只 含有 一 个 函数 .9 的 值 ， 所 以 /ee Dm 
f(n)<2, 从 而 可 得 gn+1)~g(n) 志 3, : 
WMA f. = fOny,g. =g(n), 那么 从 7(1) = 1 Hik, 利用 上 
面 的 性 质 可 以 把 三 和 g 的 值 逐 个 推算 出 来 ， 
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f. .9 i f. Ís 9: fa, 9s fs fa ga fs egs t 
不 难 发 现 ， 这 个 序列 与 斐 波 那 契 数列 *， 
Fi =1,F,=2,F;,=3 F = 5, F s= 8,F, = 13, 1: 
F. = Frit F.L t 
有 和 密切 关系 。 为 此 ， 我 们 定义 一 个 序 列 Pn， 规定 P, 的 第 
Rs<A<N) 项 是 /或 9 , 视 &kEf(2') 或 hEg(2') 而 定 ,例如 : 
Pi={f},P,={/f,9},P,= {1,9,7}, 
P= {f,9,f ,fs 
并 用 记号 P, Pr 表示 两 个 序列 Px. Pu 的 依次 合并 , 即 把 序列 
Pa 衔接 于 序列 Py RE. 
那么 ， . . l 
PF, = P, = (f,g,fy= P, P, = PF PPA 
Pp = P. =1f,ə2,f,f,gy= PF,PF + 
一 般 地 41: PF. A PF, PFa- 的 合并 ， 


*) 所 谓 殖 泪 那 女 数 列 ,是 指 这 样 的 一 个 数列 ， 
F =l, F =1, Fa 2, F; = 3, Fess, 
F,=8, FPF,=13y" 
它 的 通 项 满足 循环 方程 ， 
. Fas F, + Fa-s : 
也 就 是 说 Wika ER F. (nZ2), 可 以 用 kiila 
HARF, 5 Fa- 的 和 来 表示 。 -1 i 
Sk BR 3Z3R F] 5 iñ R A UU: 


AEA 
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也 就 有 Pr, ,中 恰好 有 F, 个 了 值 及 -i 个 9 值 ,而 且 Fara 
+ MM 与 M 同 为 f 值 或 同 为 9 值 (1 MF,)， 这 句 话 也 就 是 
等 价 于 等 式 : 
fF t+)= Fr tf a< r<F,-.), 
g(F + s)= Fritg(s) (1<s< F, -,)., 
下 面 我 们 继续 讨论 人 9 的 一 些 性 质 ， 以 证 钥 这 些 猜测 是 
正确 的 ， 
性 质 6 : f (Far 1) = sx~—1, 
fFsr)= Farais | 
-我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 性 质 6 |> k= 1 时 有 ， 
f (FI)=f(1)=1=F,-1, 
| AFD =f(2) = 3=F,,. 
假定 性 质 6 对 自然 数 衣 为 真 , 则 由 性 质 3 可 知 : 
J(F,, )= EFF = Farsi t Far- 
= 了 sop+1) "1, f | 
SEa) =fEf( Fars) + 1]= Fakti) 
+ Pro Farsa = Patri 
所 以 对 自然 数 + 1 亦 为 真 。 - 
性 质 6 说 明 , 当 n his F, A fA x n aN, 
F, 为 9 值 . 
性 质 7 : 车 h>1， 则 FETIDA. a 
事实 上 , 若 & 为 偶数 ， 则 Fr 为 9 值 ， a E+ rA J 
车 六 为 奇数 , 令 R= 23s+1， 则 Fresi 2f Faa), HE F+ l= 
F. +1=/0F,.) +1 AI TEVARAK f[ f 31 的 
ÆR, mit, F=f OA E, EARR, We Fe+1 1 
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为 了 值 、 | 
性 质 8 ;Po PW F... ASEM F na 个 g 值 。 
， 事实 上 ,着 4 为 奇数 4=2&+1, 则 因 

Farri =f Far), No 
可 知 Pr, 中 有 i» 个 了 值 ， 于 是 g 值 有 Fari- Fac 
Fikr-i 个 。 ` 

车 4% 为 偶数 n=2k, WEED 6: OO 
Fors f Far- D) +1=fLf Fc- 1))]+1 
=9(F, -1)), . ` 
故 PFsx PA Fair- I, 而 有 Fox 一 Fars = 2k 个 Jf 
值 . 总 之 , 在 Pr, 中 不 论 号 为 奇数 或 偶数 ， 恰 有 下,-, 个 f 
mA F- 个 g 值 。 
性 质 9 , F. + M 与 MOA<M< FF) 同 为 下 值 或 同 为 9 
值 等 价 于 等 式 ， . 
J(FE,+r)= Fre tJO: a< r<F,. Dy : 
g(F,- t s) = Fir tgi) (1%s<F,_,), 
事实 上 ， WE +M SMAD f BR 9 ë, 则 可 
写成 等 式 ， 

Pe sme Pu, a COEDEN 
ERPRERA Po, HERF + f 8. 现在 考 上 Bose 
i Fitr fE, CAFFI Pr, +u 的 第 fO tr) 项 。 

它 又 位 于 Pr,, Ëy na tI, KER. 
P, P ANORI aiaa ._, : 
` 园 理 可 得 另 一 等 式 。 .， t Q. | 
“性质 10， 当 m>1 B, Fa *M5SMOSMSF.- DAS 
f 值 或 同 为 9 e .. | 
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当 #=2,3 时 , 可 直接 检验 结论 为 真 . 设 n= 上 时 已 为 真 ， 
当 n=&+1 时 ,再 对 MM 用 归纳 法 , 由 性 质 7 可 知 当 M= 1 时 已 
为 真 , 故 假定 对 于 1Sm< M 已 为 真 。 要 证 明 对 于 M+1 亦 为 
真 。 
RKE, € MEg), Frer + MECZ), MOR: 
MIESZ), Fresi t+ M+1€Ef(Z'), 
XË M-1C6/(Zy,MC/(Z')& Frs t M-16/(Z*),F,,, 
+MEFCZ, 势必 得 出 M+1E9(2Z!) 及 Feywi+ M+16 
9(Z')。 故 在 这 两 种 情形 之 下 ;结论 是 正确 的 . 剩 下 来 必须 者 
Jë34 M- 1€ g(Z*y, MECZ), K F, t M-1Eg(Z*), 
Eisi t MEf(Z!) 这 一 情形 ， 
令 M=f(r),M- 1= g(s>, 
出 M=f(r)=r+s, 
f(s)=g(s)-s=(M-1)- (M- r) =r-1. 
车 设 f(s+1)=r+t G=0,1), E 
则 g9(s+1)-g9(s)= (s £1) + (mt (M1)=+t+2, 
由 归纳 假定 SS yt mAH FEN 5 ti, 
故 由 性 质 9 可 知 ， 
f(E, +) = F, tf = F, + M. 
H- g9(F,- i t s)= Fir +g9(8)= Fx. t Maite `: 
又 因为 IE- atstD= Foo +T8s+1+/f(F, ts +D 
o e Fy2 i tst th Fyt f(s+1) 
=F,- 1tst1ltfrtrtt 
=F + M+1+1., 
所 以 9 Fr- ts+1)-g(Fy_, +s) 
=i+2=g(s+1)—-—Jg(s), 
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利用 这 个 等 式 ,就 可 说 明 若 1= 0, 则 : 
g(s+1)=g(s)+2=(M-1)+2=M+1€g(2*), 
g(F,_-  +s+1)=g(F, 2 ts))+2= Firit M-1+2 
= Fr f M+ 16 g9(Z°), 
BH M+ 1 5j F... + M+1 同 为 9 什 。 
车 t=1, 则 gts+1)= M+2€g9(Zt), @& M+1€f(2')， 
g(F.  *+s+1)= Fyt M+2G€g€Z°), 
W Freri t M+1€f(27) 
BL M+1 与 Fad+M+l 同 为 了 值 。 

有 了 以 上 这 些 准备 ， 再 利用 斐 波 那 契 数列 的 性质 就 可 以 
计算 Jo 了 。 由 性 质 1.2, 即 得 1(1)=1,f(2) = 3. 对 于 给 定 
HILS, EPELEN, W Fai ASF TERN 

e= [r], P<HSF p23 (GD 


这 里 [x] 表 示 不 超过 * 的 最 大 整数 。 : 
用 数学 妇 纳 法 .当天 = 3 时 /只 能 等 了 3 MAL CG) = 4, 


nips] [$s] 4 所 以 等 式 成 立 ， 


假设 对 于 3 入 <R 的 4 ，(1) 式 成 立 , BEH n= “工时 
也 成 立 . 令 p= F, +M (G=<M=Fy,_,), 
#M=1, 则 一 方面 由 性 质 9、 10 可 得 ， fO, +1)= Fri 


+HGD = ra+ 卫 另 一 方面 ,由 于 [一 入 二 ] = [ L] 








“ [E mo] [ma] 


= Fs [F] Pez t 1, 


所 以 ， 当 M= 1 时 等 式 (1) 成 立 ， 
EM=2, MAF | 
PRAPTA] 
s [PEt ra Pre) ] 


k 


及 /(2) = 3， 便 可 推 知 等 式 仍然 成 立 。 于 是 可 设 M 之 3, 并 取 
1 ， 使 ， _ 
F,-<M<F, (3<SI<k-1) 
对 于 这 样 的 1 ,由 归纳 假定 知 : 
IM) = [FMF < MSR, 
因为 可 能 取 值 是 Pit Pi + F, > 所 以 1M 必 不 能 
被 了 -1 所 整除 ， 又 因为 FF HK", k FM 必 不 能 
被 Fii 所 整除 . 用 S 代表 -天 所 人 的 分 数 部 分 , 即 ， 








F, _「 F", 
M= [pz M|+ S. 
* 车 用 (a,6) 表 示 两 个 整数 a bb 的 最 大 公约 数 ， 则 明显 
Md (Fi F = (Ft Fí F )= (F, F o )= .=(F,, 
F) = 1, 
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那么 


fi 


l gee sal, 


L 1 


利用 斐 波 那 契 数列 的 一 个 性 质 *: 





"RABATE I 用 数学 站 纳 法 平 以 征明。 


中 当 1=0 时 ， 即 要 证 明 


因为 


fy _ Fir _ GD. 





I Pi Fy Fri F, À 


Er Fr Fe ~ Feo Frs 
Fei : F, Fp- Fy 7 


所 以 我 们 只 要 证 明 党 式 : 


— Fi- 1 (一 15. 


k: ZË 用 归纳 法 ， 当 有 = 1,2 时 ， 吉 直 接 验证 是 正 哆 的 ， 设 等 Ra 
有 成立， 则 有 


CE — F, (F, + F...) f 


=F 1 t 2Fy Fin TY i 

= Fg- 1 HIF F, a Eal En t Pr- ,) 
x — F: £ P, F, _ r+ F. 1 

= -Fè +F- Frs me ' Det. 


FF 起 对 有 +1 也 成 立 


IA: 
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ORETTE E <i- r 时 为 真 ， 那 么 对 于 了 也 成 x, 


F jF,- EL AAF, 


= íF, (Fr 1t Frer) 

- Fp- TCR DA Eker 
= ((P.F,  — Á = Fk- Frer) + 

+F Fisi- Fr Rpr- FF, F, 
={(~ DF; 1 十 《一 卫 ) F, [Fw_， Fa `. 
=《 一 1 





就 有 ， 人 = a l E: ssns) M| 


| 1 Fi-a 1+(k—1) 


_ Er-iM — Frat: 
Fi- Fr SF Ë, ° 





又 当 >! 时 ， 有 : 
Feit < Pre, 





、 _ Fy | 
所 以 l: M rn <- 


去 掉 绝 对 值 符号 ,从 (2) 可 以 得 到 ， 


r— ,二 (k>) (2) 








* 这 个 不 等 式 由 下 面 的 等 式 即 可 推 得 : 
Fy = FF tPF err 
我 们 对 了 用 数学 归纳 法 证 明 这 PER 
-D 当 1= 了 时 , 萤 式 为 . a 
F = F. t Pir-s, 
即 循环 方程 ， 显 然 是 成 立 的 ; 
© 假定 等 式 对 于 1 一 1 成立 ， 则 有 
Fes Fi- Frc- ’ tF- slp 
=F,- (Fr i+ Fr- aaan) H Era Fraa 
=(F,-, + F - Er tPF 
= + F 2 Pier). 
即 等 式 对 1 也 上 成立 。 
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=[ 记 一 M1]+1 


F F, 1 F 




















R è JP M>p M-p > M- S 
-[ u], 
mn 
[ea] sa] es e 
p [FE mM] F. + | u] 


=F +| F M| 


=F: +f(M)= fF, + M). 





这 样 (1) 式 获得 全 证 ， 

，” 另 一 方面 ,从 上 面 的 证 明 中 可 以 看 出 , 形 如 (2) 的 不 等 式 ， 
从 而 形 如 (3) 的 等 式 ,只 要 >>1, 总 是 成 立 的 ,现在 任 取 一 个 充 
分 大 的 &>m 就 有 : 


[ |= [22] (>n), 





所 以 fan = [F +]=[ i] (k>n), 


性 然 上 式 对 任意 大 的 k(R2>n) Sep Sr, TETA 


lm Fa -IT+w5 
kres k 2 
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来 代 具 等 式 S0 = -+ e mia st. mig 
fay [ts we] 


从 而 即 有 
f (24) = C (l+ V 51, 

题 4 如 图 20-1, 设 
DEH AHHA, EE 
PQ 的 中 点 ， 连 结 AD, 
BE、PD、BD, 由 于 A4BC 
是 等 腰 三 角形 ， 所 以 AD 
E A4BC 外 接 圆 的 直径 ， 
又 因 AB. AC 和 AABC 
的 内 切 网 相 切 于 点 P. Q, 
所 以 AP= AQ, ARER 
一 定 在 4D 上 ,并且 AE 图 20-1 
平分 LA, 4E1PQ. 于 是 PD =QD, +. 一 BPD -= ZEPD, 
又 ”PD 是 公共 边 , 所 以 Rt. ABPDÆRI., AEPD, .PB= 
PE, LPBE= ZPEB,. 

X ` AD 1 BC, AD | PQ, “BCY PQ, ZPEB= 
二 EBC, 于 是 有 <PBE= 人 EBC, 即 BE 平分 <4BC. 因此 
互 点 是 AABC 的 内 心 。 

题 5 用 数学 归纳 法 。 

(1) 当 n=1 时 ,不 等 式 


#>+ (a, 是 正 整数 ) 
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显然 成 立 。 

(2) 假定 不 等 式 对 于 n= N 时 成 立 ， 要 证 明 当 n= N+1 
上 时 也 成 立 。 有 两 种 可 能 ， 

D # ay. =N -+1, WE 





x 
= > + CQGNv+1 TN Ytl, 
<— k? wN ”Tri 

x 
1 1 Sa 
> . L 221 _ + 
> 


D # ayp < N+1, HFa 4s,… ,ax+i 是 两 两 各 不 相同 
的 正 整数 ,所 以 至 少 有 某 一 ,之 N+1(1<i<N)， 于 是 a > 


QAyr1is04 ~ ay+t1i>0, 








i x+n —Gy+1 
G; = Uy+1 +(a,-ass),9Ë = E +f m 
N ， . 
= Gk + (asas dN+1 ) 
> h? E NFD,’ 
=i 


ag (k=i) 
io- ay}, (=i) 
即 a' ,4',,…,a% 亦 为 两 两 互 不 相同 的 正 整 数 ， 按 归纳 假 


(R= 1,2, …,N), 





y 1 N< N + 1 |, G; —Gy-+ 1 —0, : 


` ñ> 1 iTA iin fa niren, 
(F1)? i? (N+1)? 


278 





0 > (G, —Gy,+1) + dys1 
.. 


1° (Nr: 一 (N+1): 


L. G, ~ Ntl _ ` L 
(N+1)* (N+1>*° N+1? 


N+1 x Nil 
° ar 4 1 - 1 
š > NaS k 
=l < =i ` k ='1 


由 (1)、(2) 证 得 : 对 任何 焉 整数 ,不等式 ， 





题 6 MERER. ERRERA, 即 在 任 一 个 国家 中 ,每 
一 个 成 员 的 号 码 都 不 等 笠 另 外 两 个 成 员 的 号 码 之 和 ， 志 不 等 
于 另 一 个 成 员 号 码 的 二 倍 。 这 时 可 以 证 山 任 一 图 中 任 两 成 
员 的 号 码 之 差 一 定 不 是 该 国 中 成 员 的 号 码 . 事 实 上 , 设 某 一 国 
的 所 有 成 员 的 号 码 为 {f"}, 如 车 有 一 个 差 (f ~f;)E{f,}, 一 
EE fr tE fi- fi= fr Bf: =f; + fr FAH, H f; = fx, 
即 有 f=2f;. 这 均 与 反 设 矛盾 . i | 

用 A. B. C. D. E. F36⁄38224-E02E, HF 1978=6x 
329 + 4 "所 以 至 少 有 一 个 国家 (不 妨 设 为 4) 至 少 有 330 人 ,其 
号 码 设 为 

l ai >a, >a; > > 0, : 

EF. a, 一 gal — 03, * , QL ~ Gss . (1 
显然 ,al - a CAG =2,3, h, 330) W 1a,- a, <1978, 以 
(1) 中 各 差 为 号 码 的 329 ARI DEE BCDE, PRET 
国家 中 。 由 于 329=5Xx65+4， 所 以 这 五 国 中 至 少 有 一 国 ( 设 
为 B) ,至 少 有 6 个 以 (1) 中 之 差 为 号 码 的 成 员 ， 设 为 :+ - 
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shae om m as mmi E i e a nna 


b >b: >: D>be (b =a,-a,), 

作 差 ， b1-b,, nere b, ~ ba (2) 
显然 ,b1 64EB(i=2,3,…,66), 并 且 因为 b1- b, = (a, - am) 
(ai= 0r) = aa amn, 所 以 61 一 bi:E4， 因 此 以 (2) 中 各 差 为 
号 码 的 65 个 成 员 必 定 在 C、D、E、 下 四 个 国 家 中。 由 于 
65=4X16+1， 所 以 这 四 国 中 至少 有 一 国 ( 设 为 C)， 至 少 有 
17 个 以 (2) 中 之 差 为 续 码 的 成 员 ， 设 为 

c >e, > DC. . 

Æ: C—C, — Css C iC . | (3) 
BA, c-c: €C, H cl — c €AUBG=2, 3,-', 17), W 
此 以 (3) 中 各 差 为 号 码 的 16 个 成 员 必 定 在 品 、 上、 下 三 个 国家 
中 .由 于 16= 3x 5+1, 所 以 这 三 国 中 至 少 有 一 国 ( 设 为 D), 至 
DA TAO RZA SAHRA, RA 

d, >d, >'t >da. f 

作 差 : 中 一 ad 一 dd : (4) 
显然 , d ~ diED, 并 且 d -di EAUBUC, G= 2,3,::6), H 
此 ,以 (4) 中 各 差 为 导 码 的 5 个 成 员 必 定 在 E, F 两 个 国家 中 。 
由 于 5=2x2+1， 所 以 这 两 国 中 至 少 有 一 国 ( 设 为 书 )， 至 少 
有 3 个 以 (4) 中 之 差 为 号 码 的 成 员 ， 设 为 

e, >E, >ê; ' (5) 

再 作 差 , el -~ es,el -es 显然 ,el -e EAU BUCUDU 
EG =2,3), RE e, —e,CF,e, -e,EF, hit Bf DUE, e, — 
e, = (£e; — es) — (€, — ex) € £”, 并 上 且 es-esEAUBUCUD 
UE, 即 e, ~ es€EAUBUCUYUDUEUD, 但 ISe: — es<1978, 
应 该 是 一 个 成 员 的 编号 ， 推 出 的 矛盾 说 明 反 设 不 真 ， 于 是 命 
题 得 证 。 
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